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ABSTRACT
I n  t h i s  p a p e r  we i n v e s t i g a t e  t h e  s t r u c t u r e  o f  i n v e r s e  
s e m i g r o u p s  on  t h e  2 - c e l l  w i t h  a n  i d e n t i t y .  L e t  S d e n o t e  
s u c h  a  s e m i g r o u p . '  A f t e r  t h e  p r e l i m i n a r i e s  i n  c h a p t e r  I ,  i t  
i s  shown t h a t  t h e  m i n i m a l  i d e a l ,  K , i s  a  p o i n t  a nd  h e n c e  S 
h a s  a  z e r o .
I n  c h a p t e r  I I ,  t h e  c a s e  when E h a s  a  c u t  p o i n t  i s  
c o n s i d e r e d .  I f  e e E i s  a  c u t  p o i n t ,  t h e n  H (e )  m u s t  b e  
a  c i r c l e  g r o u p ,  SeS i s  t h e  u n i o n  o f  H ( e )  w i t h  t h e
O
b o u n d e d  co m p o n e n t  o f  R \  H (e )  , a n d  EO SeS i s  a  m in  
t h r e a d .  T hen  a  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  s e m i g r o u p s  o f  t h i s  t y p e  
i s  e s t a b l i s h e d  b y  s h o w i n g  t h a t  i f  E h a s  a  c u t  p o i n t ,  t h e n  
S m u s t  b e  a  m in  c o n e  o v e r  a  c i r c l e  g r o u p ,  and .  E m u s t  b e  
a  m in  t h r e a d .
I n  c h a p t e r  I I I ,  c o n s i d e r i n g  t h e  c a s e  when E h a s  no 
c u t  p o i n t ,  i t  i s  show n t h a t  t h e  i n v e r s e  h o m eo m orp h ism  w h i c h  
m aps s o n t o  s - 1  , i s  t h e  i d e n t i t y  map a n d  s = s - -^ f o r  
a l l  s e S .  H e n ce  i t  f o l l o w s  t h a t  S i s  c o m m u t a t i v e  a n d  a  
u n i o n  o f  g r o u p s .  The  m a x i m a l  g r o u p  H ( l )  t h e n  m u s t  b e  
e i t h e r  Zg x Z2 , Z2 , o r  ( 1 ) .  I n  t h e  two c a s e s  when 
H ( l )  ^  [ 1 ]  , 0 e S \ E  , a n d  i f  H(l)s ; ,Z2 x Z2 , t h e n -  0 e
i n t  S .  As a  p a r t i a l  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  s e m i g r o u p s  o f  t h i s
t y p e ,  i t  i s  shown t h a t  i f  E h a s  no  c u t  p o i n t  a n d  
H ( l )caZ 2  x Z2 , t h e n  S i s  t h e  c o n t i n u o u s  m o n o to n e  homo­
m o r p h i c  im ag e  o f  t h e  c a r t e s i a n  p r o d u c t  o f  t h e  m in  c o n e  o v e r  
Z2 w i t h  i t s e l f ,  i f  a n d  o n l y  i f  M(e) i s  c o n n e c t e d  f o r  e a c h
e e E .  U s i n g  t h e  m in  c o n v e r  o v e r  Z2 a n d  t h e  m in  c o n e  
o v e r  t h e  two e l e m e n t  s e m i l a t t i c e  a s  b u i l d i n g  b l o c k s ,  e x a m p l e s  
a r e  c o n s t r u c t e d  t o  i l l u s t r a t e  t h e  e x i s t e n c e  o f  s e m i g r o u p s  
f o r  t h e  v a r i o u s  c a s e s .
C h a p t e r  IV  c o n s i d e r s  o n l y  a l g e b r a i c  i n v e r s e  s e m i ­
g r o u p s .  I t  i s  shown t h a t  f o r  e a c h  a  e S , t h e  row  a n d  
c o lu m n  i d e m p o t e n t s  o f  t h e  p o w e r s  o f  a  g e n e r a t e  a  l a t t i c e  
d e n o t e d  b y  A „ The f o l l o w i n g  t h r e e  c o n d i t i o n s  a r e  c o n -cl
s i d e r e d  f o r  a ^ b ;
1 ) ( a , b )  e u , t h e  maximum i d e m p o t e n t - s e p a r a t i n g  
c o n g r u e n c e ;
2 ) Aa  -  Ab  i
3 ) a n a  n  = bn b n  w h e r e  a na  n  a n d
t h e  row  i d e m p o t e n t s  f o r  a n a n d  
r e s p e c t i v e l y .
I t  i s  shown t h a t  1) i m p l i e s  2) a n d  2) i m p l i e s  3)*  a n d  
e x a m p l e s  a r e  g i v e n  t o  show t h a t  t h e  two i m p l i c a t i o n s  a r e  
n o t  r e v e r s i b l e .
i n ,  - nb b a r e
T.nb ,
INTRODUCTION
One o f  t h e  q u e s t i o n s  w h ic h  a r i s e s  i n  t h e  s t u d y  o f  
t o p o l o g i c a l  s e m i g r o u p s  i s  " g i v e n  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e *  can  
t h e  s e m i g r o u p s  d e f i n e d  on  t h a t  s p a c e  b e  c l a s s i f i e d ? "  The 
a r c  was  c o n s i d e r e d  f i r s t *  a n d  a f t e r  s e m i g r o u p s  on a n  a r c  
w e r e  c h a r a c t e r i z e d *  t h e  n e x t  s p a c e  t o  b e  c o n s i d e r e d  was* 
n a t u r a l l y *  t h e  2 - c e l l .  V a r i o u s  t y p e s  o f  s e m i g r o u p s  on  t h e  
2 - c e l l  h a v e  b e e n  s t u d i e d  a n d  c l a s s i f i e d .  Among th e m  a r e  
t h e  a f f i n e  s e m ig r o u p s *  t h e  s e m ig r o u p s  w i t h  g r o u p  b o u n d a ry *  
s e m i l a t t i c e s  w h o se  " u p p e r  s e t s "  a r e  c o n n e c t e d *  s e m i g r o u p s  
w i t h  t r i v i a l  m u l t i p l i c a t i o n  on t h e  b o u n d a r y *  a n d  s e m i g r o u p s  
w i t h  t h e  b o u n d a r y  a  u n i o n  o f  t h r e a d s .
I n  t h i s  p a p e r  we s h a l l  c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  o f  
c h a r a c t e r i z i n g  i n v e r s e  s e m i g r o u p s  w i t h  a n  i d e n t i t y  o n  t h e  
2 - c e l l .  F o r  s e m i g r o u p s  o f  t h i s  typ e*  t h e  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  
E i s  a  r e t r a c t *  a n d  we a p p r o a c h  t h e  p r o b l e m  b y  c o n s i d e r i n g  
t h e  f o l l o w i n g  two c a s e s ;  1)  when E h a s  a  c u t  p o i n t *  and
2 )  when E d o e s  n o t  h a v e  a  c u t  p o i n t  a n d  i s  a  2 - c e l l .  I n  
c h a p t e r  I I *  we c o n s i d e r  c a s e  one* w i t h  t h e  r e s u l t  b e i n g  t h a t  
t h e  m in  c o n e  o v e r  t h e  c i r c l e  g ro u p  i s  t h e  o n l y  s e m i g r o u p  
o f  t h i s  t y p e .
T he  s t u d y  o f  c a s e  tw o  i n  c h a p t e r  I I I  was  n o t  a s  
f r u i t f u l  a n d  a  c o m p l e t e  c h a r a c t e r i z a t i o n  w as  n o t  e s t a b l i s h e d .
vi
H o w ev e r ,  t h e s e  i m p o r t a n t  r e s u l t s  w e r e  o b t a i n e d :  t h e  s e m i ­
g r o u p  m u s t  b e  c o m m u t a t i v e ,  a  u n i o n  o f  g r o u p s ,  a n d  t h e  
m a x im a l  g r o u p  c o n t a i n i n g  1 m u s t  b e  e i t h e r  ZgXZp , Zg , o r
{ 1 ) .  The h o m e o m o rp h is m s ,  d e f i n e d  b y  m a p p in g  x  o n t o  x “ ‘L 
a n d  x  o n t o  a x  f o r  f i x e d  a  c H ( l )  , w e r e  u s e d  i n  
e s t a b l i s h i n g  t h e s e  f a c t s .  C h a p t e r  I I I  c o n c l u d e s  t h e  s t u d y  
o f  T o p o l o g i c a l  i n v e r s e  s e m i g r o u p s  o n  t h e  2 - c e l l  w i t h  s e v e r a l  
e x a m p l e s .
I n  c h a p t e r  IV , we c o n s i d e r  g e n e r a l  a l g e b r a i c  i n v e r s e  
s e m i g r o u p s  a n d  a  l a t t i c e  o f  i d e m p o t e n t s  i s  sho w n  t o  e x i s t  
f o r  e a c h  e l e m e n t .  An ex am p le  i s  g i v e n  t o  show t h a t  i f  two 
e l e m e n t s  h a v e  t h e  same l a t t i c e ,  t h e y  d o  n o t .  n e c e s s a r i l y  h a v e  
t o  b e  r e l a t e d  m o d u lo  t h e  maximum i d e m p o t e n t - s e p a r a t i n g  
c o n g r u e n c e .
vii
CHAPTER I
I n t r o d u c t i o n . The p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  
e s t a b l i s h  n o t a t i o n ,  t o  i n t r o d u c e  t e r m i n o l o g y  a n d  d e f i n i t i o n s ,  
a n d  t o  s t a t e  p r e v i o u s  r e s u l t s  i n  t h e  t o p o l o g y  o f  t h e  p l a n e  
a n d  i n  s e m i g r o u p s ,  w h i c h  w i l l  b e  u s e d  a n d  r e f e r r e d  t o  i n  
l a t e r  c h a p t e r s .  F o r  a  m ore  d e t a i l e d  a n d  c o m p l e t e  b a c k g r o u n d ,  
t h e  s u g g e s t e d  r e f e r e n c e s  a r e  K e l l e y . [ 1 1 ]  a n d  W hyburn  [2 0 ]  
f o r  t o p o l o g y ,  C l i f f o r d  a n d  P r e s t o n  [ 5 ] a nd  [ 6 ] f o r  a l g e b r a i c  
s e m i g r o u p s ,  a n d  Hofm ann a nd  M o s t e r t  [ 8 ] f o r  t o p o l o g i c a l  
s e m i g r o u p s .
T o p o l o g i c a l .  P r e l i m i n a r i e s . T h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r ,
2
R w i l l  d e n o t e  t h e  C a r t e s i a n  p l a n e  w i t h  t h e  u s u a l  t o p o l o g y .  
I f  A a n d  B a r e  s u b s e t s  o f  R“ , t h e n  A\B i s  u n d e r s t o o d  
t o  m ean  t h e  c o m p le m e n t  o f  B i n  A. The c l o s u r e  o f  a  s u b ­
s e t  A i s  I n d i c a t e d  b y  A and  t h e  e m p ty  s e t  i s  d e n o t e d  
b y  □  . The b o u n d a r y  o f  A , w r i t t e n  BdA , i s  AO R2\ a  j 
i t  w i l l  a l w a y s  mean t h e  b o u n d a r y  w i t h  r e s p e c t  t o  r 2 „ i f  
A i s  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e ,  t h e n  I n t  A r e p r e s e n t s  t h e  
b o u n d e d  c o m p o nen t  o f  R ^ \ A  and  e x t  A d e n o t e s  t h e  
u n b o u n d e d  co m p o n e n t  o f  r 2 \  a .
1
The A l e x a n d e r - K o l m o g o r o f f - S p a n i e r - W a l l a c e  coh o m o lo g y  
t h e o r y  i s  u s e d  w i t h  t h e  i n t e g e r s  a s  t h e  c o e f f i c i e n t  g r o u p .
1
22
F o r  A^R , A i s  s a i d  t o  b e  a c y c l i c  i f  A h a s  t h e  
c o h o m o lo g y  g r o u p s  o f  a  p o i n t „
B e c a u s e  o f  t h e i r  i m p o r t a n c e  a n d  f r e q u e n t  u s e  i n  
e s t a b l i s h i n g  r e s u l t s  i n  t h i s  p a p e r ,  t h e  f o l l o w i n g  w e l l  
known t h e o r e m s  a r e  p r e s e n t e d  w i t h o u t  p r o o f s , ,  The s t a t e m e n t s  
a r e  m o d i f i e d  a n d  r e s t r i c t e d  f o r  c l a r i t y  i n  t h e  s p e c i a l  c a s e s  
c o n s i d e r e d  h e r e .
T h e o r e m  1 . 1  [ 2 0 ] ,  I f  T i s  a n  a r c  f r o m  a  t o  b
i n  a 2 - c e l l  S s u c h  t h a t  { a , b ] c B d S  a n d  TD i n t  S /  □  ,
t h e n  T s e p a r a t e s  S ,
T h e o r e m  1 , 2  [ 2 0 ]  „ I f  x  a n d  y  a r e  e l e m e n t s  o f
( B d S ) \T  a n d  t h e  tw o  p o i n t s  a  a n d  b s e p a r a t e  x  f r o m  
y  i n  BdS , t h e n  T s e p a r a t e s  x  f r o m  y  i n  S.
T h e o r e m  I - 3 [ 2 0 ]  „ I f  TO BdS = [ a , b )  , t h e n  T
s e p a r a t e s  S , a n d  S \ T  h a s  e x a c t l y  tw o  c o m p o n e n t s .
T h e o r e m  1 . 4  [ 2 0 ] ,  I f  T i s  a n .  a r c  s p a n n i n g  a
2 - c e l l  S f r o m  a  t o  b , Rx a n d  R2 a r e  t h e  two
c o m p o n e n ts  o f  ' S \ T  , a n d  E i s  a  2 - c . e l l  c o n t a i n e d  i n  S 
s u c h  t h a t  a  s u b a r c  T^ o f  T i s  c o n t a i n e d  i n  BdE , t h e n
i f  t  e T^ , t h e r e  e x i s t s  o p e n  s e t  U, a n d  U2 a n d  a n
a r c  T2 s u c h  t h a t  t  e U , U = U^UU^UTg ,
. uo  R1 = ux , u n  R2 = Up , un Tx = T2  a n d  e i t h e r  U-jC E o r
3U2C E  .
T h e o r e m  1 . 5  [ 2 0 ]  „ I f  T i s  a n  a r c  s p a n n i n g  a  
2 - c e l l  S f r o m  a  t o  b a n d  E i s  a  2 - c e l l  c o n t a i n e d  
i n  S s u c h  t h a t  TCLBdE , t h e n  E i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  
c l o s u r e  o f  o n e  a n d  o n l y  o n e  o f  t h e  tw o  c o m p o n e n ts  o f  s\T.
T h e o r e m  1 . 6  [ 3 ] .  A s u b s e t  E o f  a  2 - c e l l  S i s  
a  r e t r a c t  o f  S i f  a n d  o n l y  i f  E i s  a  l o c a l l y  c o n n e c t e d  
c o n t i n u u m - w h i c h  d o e s  n o t  s e p a r a t e  t h e  p l a n e .
T h e o r e m  1 . 7  [ 2 1 ] .  A r e t r a c t  E o f  a  2 - c e l l  S i s  
a  2 - c e l l  i f  i t  i s  c y c l i c l y  c o n n e c t e d ,  t h a t  i s ,  i f  E h a s  
no  c u t  p o i n t .
S e m ig r o u p  P r e l i m i n a r i e s . A s e m ig r o u p  S i s  a
n o n - e m p t y  s e t  t o g e t h e r  w i t h  an  a s s o c i a t i v e  b i n a r y  o p e r a t i o n
c a l l e d  m u l t i p l i c a t i o n .  A t o p o l o g i c a l  s e m ig r o u p  S i s  a
s e m i g r o u p  w h i c h  i s  a  H a u s d o r f f '  t o p o l o g i c a l  s p a c e  s u c h  t h a t
t h e  m u l t i p l i c a t i o n  i s  c o n t i n u o u s .  An e l e m e n t  e  o f  a
2
s e m i g r o u p  S i s  c a l l e d  i d e m p o t e n t  i f  e = e .  T h r o u g h o u t  
t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r ,  S w i l l  d e n o t e  a  t o p o l o g i c a l  
s e m i g r o u p  a n d  E w i l l  d e n o t e  t h e  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  o f  S. 
I f  1 e S , s u c h  . t h a t  . l « a  = a « l  = a  f o r  . a l l  a  e S , t h e n  
1 i s  c a l l e d  a n  i d e n t i t y  f o r  S .  I f  0 e S , s u c h  t h a t  
a - 0  = 0 « a  = 0 f o r  a l l  a  e S , t h e n  0 i s  c a l l e d  a  z e r o  
f o r  S .
4By a  l e f t  [ r i g h t ]  i d e a l  o f  S we mean a  n o n - e m p t y  
s u b s e t  o f  S s u c h  t h a t  SAQAfAS^A], A i s  a n  i d e a l  i f  A 
i s  b o t h  a  r i g h t  a n d  l e f t  i d e a l .  A c o m p a c t  s e m i g r o u p  S 
c o n t a i n s  a  u n i q u e  m i n i m a l  i d e a l  K , c a l l e d  t h e  k e r n e l  o f  
S .
A c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  f  f r o m  S i n t o  a  t o p o l o g i c a l  
s e m i g r o u p  T i s  c a l l e d  a  hom om orph ism  i f  f ( a b )  = f ( a ) f ( b . ) „  
I f ,  i n  a d d i t i o n ,  f  i s  a  hom eom orph ism ,  t h e n  f  i s  c a l l e d  
a n  i s e o m o r p h i s m .
I f  a  e a S a  f o r  e a c h  a  e S , t h e n  S i s  c a l l e d  a
r e g u l a r  s e m i g r o u p .  F o r  a , b  e S , i f  a b a  = a  a n d  b a b  = b ,
t h e n  b i s  c a l l e d  a n  i n v e r s e  o f  a .  An i n v e r s e  s e m i g r o u p  
i s  a  s e m i g r o u p  i n  w h i c h  e v e r y  e l e m e n t  h a s  a  u n i q u e  i n v e r s e .  
F o r  a  e S d e n o t e  t h e  u n i q u e  i n v e r s e  o f  a  b y  a  \  A 
s e m i g r o u p  i s  c a l l e d  C l i f f o r d  i f  i t  i s  a  u n i o n  o f  g r o u p s .
T h eo re m  1 . 8  [ 5 ] .  The f o l l o w i n g  a r e  e q u i v a l e n t :
i )  S i s  r e g u l a r ,  a n d  a n y  tw o  i d e m p o t e n t s  o f
S com m ute$
i i )  e v e r y  p r i n c i p a l  r i g h t  i d e a l  a n d  e v e r y
p r i n c i p a l  l e f t  i d e a l  o f  S h a s  a  u n i q u e  
i d e m p o t e n t  g e n e r a t o r !  
i i i )  S i s  a n  i n v e r s e  s e m i g r o u p .
T h eo re m  1 . 9  [ 5 ] .  A s e m i g r o u p  S i s  .an I n v e r s e  
s e m i g r o u p  i f  a n d  o n l y  i f  e a c h - 4 - c l a s s  a n d  e a c h  / f - c l a s s  o f
5S c o n t a i n s  e x a c t l y  one  i d e m p o t e n t .
T h e o r e m  1 . 1 0  [ 5 ] .  F o r  a n y  e l e m e n t s  a , b  o f  a n  
i n v e r s e  s e m i g r o u p s  S , we h a v e
( a ”1-)""1 = a  a n d  ( a b ) ” 1 = b ^ a " 1 .
C e r t a i n  e q u i v a l e n c e  r e l a t i o n s ,  c a l l e d  G r e e n ' s  
r e l a t i o n s ,  p l a y  a n  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  t h e o r y  o f  s e m i ­
g r o u p s  . F o u r  o f  t h e s e  r e l a t i o n s  f o r  a  c o m p a c t  i n v e r s e  
s e m i g r o u p  a r e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :
, . .£  = f ( a , b )  : S a  = Sb} ,
R  = { ( a ,  b ) : aS = b S )  ,
V = . £ 0  R
£  = = .*£*/? = { ( a , b ) : SaS = S b S ) .
H ( a ) ,  L ( a ) ,  R ( a )  a n d  D(a)  w i l l  d e n o t e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
e q u i v a l e n c e  c l a s s e s  c o n t a i n i n g  a .  I f  e e E , t h e n  H ( e )  
i s  t h e  m a x im a l  g r o u p  c o n t a i n i n g  e .
A s e m i g r o u p  i s  s t a b l e  i f  S a c S ab  i m p l i e s  S a  = Sab 
a n d  x S C y x S  i m p l i e s  xS = yxS f o r  e a c h  a , b , x , y  e S .
A t h r e a d  i s  a  s e m i g r o u p  o n  a  c l o s e d  r e a l  i n t e r v a l  
i n  w h i c h  t h e  e n d p o i n t s  a c t  a s  z e r o  a n d  i d e n t i t y .  A m in  
t h r e a d  i s  a  t h r e a d  whose m u l t i p l i c a t i o n  i s  d e f i n e d  b y  
x y  = m i n { x , y )  w h e r e  t h e  minimum i s  t a k e n  w i t h  r e s p e c t  t o  
t h e  u s u a l  o r d e r i n g  o f  t h e  r e a l s .  I  w i l l  d e n o t e  th e .  m in
6t h r e a d  d e f i n e d  on t h e  c l o s e d  r e a l  i n t e r v a l  f r o m  0  t o  1 .
L e t  S and  D b e  c o m p a c t  s e m i g r o u p s  w i t h  k e r n e l s  Kg
a n d  Kd r e s p e c t i v e l y .  D e f i n e  t h e  c o n g r u e n c e  r e l a t i o n
C o n  SXD b y :
I f  y  e KD , t h e n  (x),.y)C( s ,  t )  i f ,  a n d  o n l y  i f  y  = t .
I f  y  ^  KD , t h e n  ( x , y ) C ( s , t )  i f ,  a n d  o n l y  i f  ( x , y )  = ( s , t ) .
C i s  a  c l o s e d  c o n g r u e n c e  a n d  t h e  s e m i g r o u p  i s
c a l l e d  t h e  D cone o v e r  S [ 1 ] .  I f  I  o r  a n y  m in  t h r e a d  i s  .
c h o s e n  a s  D , t h e n  i s  c a l l e d  t h e  m in  c o n  o v e r
S .  Of p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  i n  t h i s  p a p e r  i s  t h e  m in  co n e  
o v e r  t h e  c i r c l e  g r o u p ,  t h e  m in  c o n e  o v e r  Z2 , a n d  t h e  min
c o n e  o v e r  t h e  2 e l e m e n t  s e m i l a t t i c e ,  a l l  o f  w h i c h  a r e  
i n v e r s e  s e m i g r o u p s .
We now f u r t h e r  r e s t r i c t  o u r  a t t e n t i o n  b y  l e t t i n g
S d e n o t e  o n l y  an i n v e r s e  s e m i g r o u p  o n  t h e  2 - c e l l  w i t h  a n
i d e n t i t y  1 .  T h e r e  i s  a  n a t u r a l  p a r t i a l  o r d e r i n g  o n  S 
d e f i n e d  b y  a  < b i f  a  = a b ” ^ a .
Theorem  1 . 1 1  [ 1 3 ] «  The f o l l o w i n g  a r e  e q u i v a l e n t :
( ! )  x  < y  ( 2 ) x x ~1 = y " l x  ( 3 )  x ~l x  = x _ 1 y
— 1 —1 —1 * —1(4 )  x x ” = x y ” ( 5 ) x  = x x ” y  ( 6 ) yx x  = x  and
( 7 ) x ” 1 < y ” 1 .
7T h e o r e m  1 - 1 2  [ 1 3 ] .  S i s  s t a b l e ,  a n d  i f  x  < y
a n d  xfiy , t h e n  x -  y .
T h e o r e m  1 . 1 3  [ 8 ] .  I f  D i s  a  - ^ - c l a s s  o f  S ,
t h e n  d im  D < 1 .
T h e o r e m  1 . 1 4 . The  k e r n e l  K o f  S i s  t h e  one  
p o i n t  g r o u p ,  so  S h a s  a  z e r o .
P r o o f ; T h e  e x i s t e n c e  o f  K i n  c o m p a c t  s e m i g r o u p s
i s  w e l l  known a s  i s  t h e  f a c t  t h a t  K i s  c o n n e c t e d  a n d  
c o n s i s t s  o f  o n e  - f r - c l a s s .  I f  e a n d  f  a r e  i d e m p o t e n t s  o f  
K , t h e n  e f  < e a nd  e f  < f  , b u t  e f £ f £ e  , s o  e = e f  = f
b y  s t a b i l i t y .  H e n c e  K c o n t a i n s  o n e  i d e m p o t e n t  a n d  K i s
a  g r o u p .  Now 0 = H1 (S)%»H1 (K) , so  d im  K = 0 , a n d  s i n c e
K i s  c o n n e c t e d ,  K c o n s i s t s  o f  a  s i n g l e  p o i n t .
R e m a r k ; I t  w i l l  b e  a s s u m e d  t h a t  S h a s  a  z e r o  
w i t h o u t  r e f e r e n c e  t o  t h i s  t h e o r e m  t h r o u g h o u t  t h e  r e m a i n d e r  
o f  t h e  p a p e r .
T h e o r e m  1 . 1 3  [ 2 ] .  I f  e e E , t h e n  e i t h e r
d im H (e )  = 0  o r  H (e )  i s  a  c i r c l e  g r o u p  a n d  d im  H ( e )  = 1 .
T h e o r e m  1 . 1 6  [ 1 5 ] .  T h e r e  e x i s t s  a  .min t h r e a d  
TCE f r o m  0 t o  1 .
T h e o r e m  1 . 1 7 . I f  BdS = H ( l )  , a  c i r c l e  g r o u p ,
t h e n  f o r  e a c h  x  e S , e i t h e r  x H ( l )  i s  h o m e o m o rp h ic  t o  a
8c i r c l e  a n d  N = (h  e H ( l ) : x h  -  x )  i s  f i n i t e  a n d  c y c l i c *  o rA
x H ( l )  = x  a n d  N = H ( l ) „X
P r o o f ; T h i s  t h e o r e m  f o l l o w s  f r o m  t h e  w e l l - k n o w n  
f a c t  t h a t  t h e  c l o s e d  s u b g r o u p s  o f  t h e  c i r c l e  g r o u p  a r e  
f i n i t e  c y c l i c  o r  t h e  g r o u p  i t s e l f .
T h e o re m  1 , 1 8 , I f  e e E and  H ( e )  i s  a  c i r c l e
g ro u p *  t h e n  SeS = H ( e ) u  i n t  H (e )  a n d  0 e i n t  H ( e ) ,
P r o o f ; L e t '  T b e  a  m in  t h r e a d  f r o m  0 t o  1* a n d
c o n s i d e r  t h e  map H f r o m  TXSeS o n t o  SeS d e f i n e d  b y
H ( t * s e s ^ )  = t s e s ^ , C l e a r l y  H i s  c o n t i n u o u s  a n d
H ( l*  s e s ) = s e s ^  a n d  H ( 0 * s .e s ^ )  = 0 f o r  a l l  s e s ^  e S gSq ,
The G e n e r a l i z e d  H om otopy  T h eo re m  [1 8 ]  i m p l i e s
Hn (SeS)saHn ( 0 )  f o r  a l l  n  * h e n c e  SeS i s  a c y c l i c .  By [2 ]*
0 e i n t  H ( e )  * a n d  c l e a r l y  H ( e ) c SeS„ T h e r e f o r e *
H ( e ) ( J i n t  H ( e ) c S e S ,
I f  a  c SeSO e x t  H ( e )  * t h e n  aT i s  a n  a r c  f r o m  a
t o  0 * so  t h e r e  e x i s t s  t  e T su c h  t h a t  a t  e H (e )  a n d
a ^ a t  = e ,  We may a s s u m e  1 ^  e s i n c e  t h e  t h e o r e m  i s
o b v i o u s l y  t r u e  i f  e ~ 1 a n d  1 /  i n t  H ( e )  s i n c e  H ( l )
i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  b o u n d a r y  o f  S [ 1 8 ] ,  T h e r e f o r e *  e e T
a n d  e a n d  t  c o m p a r e .  I f  e < t  * t h e n  e  = e - e  =
- 1  - 1  - 1  a  a t * e  = a  a e  a n d  e < a  a .  I f  t  < e * t h e n
- 1  - 1  - 1  t  -  e t  = a  a t - t  = a  a t  = e  a n d  a g a i n  e < a  a .
9T h e r e f o r e ,
SaSCSeS<=Sa_1aS = SaS , 
h e n c e  SeS = S a~ ^aS  a n d  e ^ a ^ a .  By s t a b i l i t y ,  e = a _1a
_ T _
a n d  s i m i l a r l y  e = a a  , h e n c e  a  e H ( e )  , a  c o n t r a d i c t i o n .  
T h e r e f o r e ,  SeS = H(e)U  i n t  H ( e ) .
R e m a r k : The  t h e o r e m s  a n d  r e s u l t s  o f  t h i s  c h a p t e r
w i l l  b e  u s e d  t h r o u g h o u t  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  p a p e r  w i t h o u t  
s p e c i f i c  r e f e r e n c e .
A n o t e  o f  w a r n i n g . Many o f  t h e  d e f i n i t i o n s  a nd  
t h e o r e m s  s t a t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  o n l y  a p p l y  t o  i n v e r s e  
s e m i g r o u p s ,  a n d  i n  p a r t i c u l a r ,  some o n l y  a p p l y  t o  i n v e r s e  
s e m i g r o u p s  on  t h e  2 - c e l l  w i t h  an  i d e n t i t y .  H e n c e ,  f o r  t h e  
m o re  g e n e r a l  t h e o r y ,  o n e  s h o u l d  c o n s u l t  t h e  r e f e r e n c e s  
m e n t i o n e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n .
CHAPTER II
I n t r o d u c t i o n . T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  
c h a r a c t e r i z e  i n v e r s e  s e m i g r o u p s  w i t h  a n  i d e n t i t y  on t h e
2 - c e l l  whose  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  E h a s  a  c u t  p o i n t .  U s i n g
D i m e n s i o n  T heory*  i t  i s  shown t h a t  f o r  a  c u t  p o i n t  e o f  
E * H ( e )  * t h e  m a x i m a l  g r o u p  a s s o c i a t e d  w i t h  e * i s  a
c i r c l e  g r o u p  a n d  f u r t h e r  t h a t  i f  f  < e t h e n  H ( f )  i s
a l s o  a  c i r c l e  g r o u p .
By c o n s i d e r i n g  t h e  two c a s e s  d im  E = 1 and 
d im  E = 2 * i t  i s  e s t a b l i s h e d  t h a t  E m u s t  b e  a  min
t h r e a d  a n d  t h a t  t h e  o n l y  i n v e r s e  s e m i g r o u p  w i t h  a n  i d e n t i t y  
on t h e  2 - c e l l  whose  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  E h a s  a  c u t  p o i n t  
i s  a  m in  c o n e  o v e r  a  c i r c l e .
P r e l i m i n a r i e s . B e c a u s e  o f  t h e i r  i m p o r t a n c e  i n  
e s t a b l i s h i n g  t h i s  c h a r a c t e r i z a t i o n . ,  t h e  f o l l o w i n g  f o u r  
t h e o r e m s  f r o m  D i m e n s i o n  T h e o r y  [ 8 ’J w i l l  b e  s t a t e d  w i t h o u t  
p r o o f s .  The s t a t e m e n t s  w i l l  b e  m o d i f i e d  a n d  r e s t r i c t e d  t o  
t h e  s p e c i a l  c a s e s  o f  t h i s  c h a p t e r .
T h eo re m  2 . 1  [ 8 , p p . 4 8 ] .  T h e  2 - c e l l  c a n n o t  be  
d i s c o n n e c t e d  b y  a  s u b s e t  o f  d i m e n s i o n  < 0 .
T heo re m  2 . 2  [ 8 * p p . 3 4 ] .  I f  B i s  e i t h e r
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0 - d i m e n s i o n a l  o r  o n e - d i m e n s i o n a l  a n d  A i s  c o m p a c t  t h e n
d im  (AXB) = d im  A + d im  B,
Theorem 2 . 3  [8 ,p p „91]  I f  f  i s  a mapping o f  a 
compact space X onto  a space Y and
d im  X -  d im  Y = 1 ,
t h e n  t h e r e  i s  a  p o i n t  o f  Y w ho se  i n v e r s e  im age  h a s  
d i m e n s i o n  > 1 .
T h e o r e m  2 . 4  [ 8 , p p . 4 6 ]  L e t  U h e  an  o p e n  s e t  i n
2R w h i c h  i s  n e i t h e r  e m p ty  n o r  d e n s e  i n  t h e  s p a c e  a n d  l e t
B b e  t h e  b o u n d a r y  o f  U i t h e n  d im  B = 1 .
R e s u l t s  .
T h e o r e m  2 . 5 ° L e t  S b e  a n  i n v e r s e  s e m i g r o u p  w i t h
an  i d e n t i t y  on  t h e  2 - c e l l „ I f  e i s  a  c u t  p o i n t  o f  E ,
t h e n  H ( e )  i s  a  c i r c l e  g r o u p „
P r o o f ; L e t  f  b e  t h e  r e t r a c t i o n  o f  S o n t o  E
- 1d e f i n e d  b y  r ( x )  = s s  [ 1 1 ]  „ L e t  E ^ E g  = E \ e  b e  a
s e p a r a t i o n  o f  E b y  e .  C l e a r l y  r ” 1 ( E ^ ) r i r - ‘1' ( E 2 ) = □  *
ZT _]_
so  s u p p o s e  x  e r  ( E ^ ) H r  ( E ^ ) « T hen  t h e r e  i s  a  s e q u e n c e
—  1(x ^ )  c o n t a i n e d  i n  r ” (E ^ )  c o n v e r g i n g  t o  x„ I n v e r s i o n
"1 -1 i s  c o n t i n u o u s  [ 8 ]* so  [x n  ] c o n v e r g e s  t o  x  a n d  i t
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f o l l o w s  t h a t  f xn xn"*"} c o n v e r g e s  t o  x x " '1' .  B u t  x ^ ^ e  E^
f o r  a l l  n  a n d  x x " ^  e Eg , a  c o n t r a d i c t i o n  s i n c e
E ^n E 2  = □„ T h u s  T~^(e)  s e p a r a t e s  S a n d  b y  T h e o re m  2 , 1 ,
—1 —1 —1d im  r  ( e )  > 1 .  C l e a r l y  R ( e ) Q r  ( e )  a n d  f o r  x  e r  ( e )  j
x x “ ^ = e a n d  x  = x x ^ x  = e x .  I t  f o l l o w s  t h a t  x  e R ( e )  ,
s o  R ( e )  = r _1 ( e )  a n d  d im  R ( e )  > 1 ,
By T h e o re m  1 . , d im  D ( e )  < 1 a n d  s i n c e  R (e)<=D(e) ,
d im  R ( e )  < 1 .  T hu s  d im  R ( e )  = 1 and  h e n c e  d im  D ( e )  = 1 ,  
I n v e r s i o n  r e s t r i c t e d  t o  R ( e )  i s  a  h o m eo m o rp h ism  o n t o  L ( e )  
a n d  d i m e n s i o n  i s  t o p o l o g i c a l l y  i n v a r i a n t ,  s o  d im  L ( e )  = 1 ,  
L ( e )  i s  c o m p a c t ,  so  b y  T h e o r e m  2 , 2
d im  ( L ( e ) X R ( e ) )  = d im  L ( e )  + dim R ( e )  = 2 ,
L e t  m b e  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  map f ro m  L ( e ) x R ( e )  o n t o  
D ( e )  d e f i n e d  b y  m ( X , r )  = Hr* By Theorem  2 .3 *  t h e r e  i s  an
e l e m e n t  Hr o f  D (e )  s u c h  t h a t  m"1 ( £ r )  h a s  d i m e n s i o n
> 1 a n d  m(j&,r) = i r . Now f o r  4 r  = 4-^r.^ >
jGS = XeS = 4 r S  = = j&^eS = - ^ s  and
S r  = s e r  = SAr = SJ&^r^ = Ser-^ = S r ^  , so  , r & r^
a n d  m"1 ( ^ r )  = H ( 4 ) x H ( r )  , h e n c e  dim ( H ( X ) x H ( r ) ) >  1 .
By G r e e n ' s  t r a n s l a t i o n a l  lemmas,  H ( e )  i s  
h o m e o m o r p h ic  t o  H (^ )  a n d  H ( r )  , so  H ( ^ ) x H ( r )  i s
h o m e o m o r p h ic  t o  H ( e ) X H ( e ) .  H e n c e  dim ( H ( e ) x H ( e ) )  > 1 .
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I f  d im  H ( e )  = 0 , t h e n  b y  T h eo re m  2 . 2
d im  ( H ( e ) X H ( e ) )  = d im  H (e )  + d im  H ( e )  = 0 , so  b y  T h e o re m
1 . 1 5 ,  d im  H ( e )  = 1  a n d  H ( e )  i s  a  c i r c l e  g r o u p .
N o te  t h a t  b y  t h i s  t h e o r e m  0 i s  n o t  a  c u t  p o i n t  o f
E .
C o r o l l a r y  2 . 6 . I f  e  i s  a  c u t  p o i n t  o f  E t h e n
Ef) SeS i s  a  m in  t h r e a d .
P r o o f ; T h e r e  e x i s t s  a  m in  t h r e a d  T C E  f r o m  1 t o  
0 ,  [ 6 ] ,  w h i c h  c l e a r l y  c o n t a i n s  e a n d  i f  f  e T s u c h  
t h a t  f  < e , t h e n  f  e S e S .  C l e a r l y  T^ = TH S e S c E O  S e S .  
H ( e )  i s  a  c i r c l e  g r o u p ,  so  f o r  x  e H ( e ) \ { e )  , l e t  U b e
a n  o p e n  c o n n e c t e d  s e t  a b o u t  e a n d  V a n d  o p e n  c o n n e c t e d  
s e t  a b o u t  x  , s u c h  t h a t  Un V = □  a n d  U x ^ V .  L e t
f  e T^TIU s u c h  t h a t  f  < e .  T h e n  f x  e V , f x  /  f  a n d
f H ( e )  i s  a  c o n n e c t e d  s e t  c o n t a i n i n g  a t  l e a s t  two d i s t i n c t
p o i n t s  f  a n d  f x  , s o  d im  f H ( e )  > 1 .  F o r  a l l  x  e H ( e )  , 
f x S  = f e S  = f S  , so  f H ( e ) C R ( f )  a n d  d im R ( f )  > 1 .  By 
t h e  sajne a r g u m e n t  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m  H ( f )  i s  
a  c i r c l e  g r o u p .
L e t  f  = i n f  A w h e r e  A -  { t  e T^ :^ H ( t )  i s  a  c i r c l e
g r o u p  a n d  i f  t  < t 1 f o r  t ^  e T^ t h e n  H ( t 1 ) i s  a  c i r c l e
g r o u p ] .  By t h e  a b o v e  a r g u m e n t  H ( f )  i s  n o t  a  c i r c l e  g r o u p
a n d  d im  H ( f )  = 0 .  L e t  B = 0 S t S .  C l e a r l y  B i s  c o m p a c t ,
t e A
c o n n e c t e d  a n d  c o n t a i n s  f .  L e t  x  e BdB. T h en  t h e r e  i s  a
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s e q u e n c e  {xn ) c o n v e r g i n g  t o  x  s u c h  t h a t  x n  € H ( f n ) ,
f n + i  < f n  f o r  a11  n  * ( f n ) c o n v e r g e s  t o  f .
I n v e r s i o n  i s  c o n t i n u o u s  s o  c o n v e r g e s  t o  x ” '*'. Now
—1 - 1  —1 ( x n x n  ) c o n v e r g e s  t o  x x  a n d  {xn  xn ) c o n v e r g e s  t o
x - 1 x  : b u t  x ^ x : 1 = f  = x “ ^ x  , s o  x x - 1  = f  = x _1x  a n d  3 n  n  n  n  n
x  e H ( f ) .  H e n ce  BdB =H (f)  , f  e BdB a n d  d im  BdB = 0 .
I f  f  /  0 t h e n  0 /  BdB , so  i n t  B /  □  a n d  b y  T heorem
2 . 4  d im BdB = 1  , a  c o n t r a d i c t i o n .
T h e r e f o r e  f  = 0 = BdB = B = n S t S  a n d  c l e a r l y
t e T
T1 = E 0 ,S e S .
T h e o re m  2 . 7 . I f  d im  E = 1 , t h e n  E i s  a  m in
t h r e a d  a n d  S i s  a  m in  c o n e  o v e r  a  c i r c l e .
P r o o f : E i s  a  t r e e ,  so  t h e  u n i q u e  a r c  f r o m  1 t o
0 i s  a  m in  t h r e a d  T w h e r e  e v e r y  p o i n t  o f  T \ { 0 , 1 )  i s  a
c u t  p o i n t  o f  E a n d  henc-e w h o se  f l f - c l a s s  i s  a  c i r c l e  g r o u p .
S u p p o s e  e e E \ T .  T h en  e l i e s  on  a n  a r c  A o f
i d e m p o t e n t s  f o r  e t o  0 .  S i n c e  T i s  c l o s e d ,  t h e r e
e x i s t s  f  e A s u c h  t h a t  f  /  T a n d  f  i s  a  c u t  p o i n t  o f
E .  H ence  H ( f )  i s  a  c i r c l e  g r o u p ,  c o n t a i n i n g  0 i n  i t s
i n t e r i o r ,  so  H ( f ) 0 T  /  O , a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  E=T.
L e t  e e T \ { 0 , 1 ) .  T h e n  S e S ^ S fS  = H ( f )U  i n t  H ( f )
f o r  e < f .  B u t  H ( e ) n H ( f )  = □  , s o  H ( e ) c  i n t  H(f)<=S ,
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t h e  2 - c e l l .  T h u s  i n t  H(f)<= i n t  BdS a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  
H (e )n B d S  = □ .
C l e a r l y  H ( l ) c BdS , s o  l e t  x  e BdS .  T hen
Sx3 = S fS  f o r  some f  e E .  Now f  /  T \ ( 0 j , l )  s i n c e
SeS = H ( e ) u  i n t  H ( e ) c ' i n t  BdS f o r  a l l  e  e T \ { 0 , 1 ) .
C l e a r l y  f  ^  0 , s o  f  = 1 a n d  H ( l )  = BdS i s  a  c i r c l e
g r o u p .  H ence  S = U H ( e )  * w h e r e  e a c h  H ( e )  i s  a
eeT
c i r c l e  g r o u p  i f  e  ^  0 , a n d  BdS = H ( l ) .  L e t  t  e x H ( l )
t h e n  t  = x h  a n d  t S  = xhS = xS s i n c e  RS = hS  = S , so 
t/?x a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  x H ( l ) c H ( x ) .  Now f o r  e a c h  x  e S 
e i t h e r  x H ( l )  = x  o r  x H ( l )  = H (x )  . S u p p o s e  0 ^  f  = f 2 
a n d  H ( f )  = f H ( l ) . S u c h  a n  f  e x i s t s  s i n c e  H ( l )  = 1*H(1) 
S i s  H a u s d o r f f  a n d  m u l t i p l i c a t i o n  i s  c o n t i n u o u s  so  t h e r e  
e x i s t s  a n  o p e n  c o n n e c t e d  s e t  U a b o u t  f  a n d  a n  o p e n  
c o n n e c t e d  s e t  V a b o u t  x  f o r  some x  e H ( f ) \ ( f )  , such  
t h a t  UD V = □  a n d  UxPV. L e t  = ( t  e T : t  < f )  and
c o n s i d e r  e e T j \ f f ) Q U .  T h en  e x  e V * b u t  x  = f h  f o r  
some h  e H ( l )  a n d  e f  = e , s o  e x  = e f h  = e h .  Now
e h  e e H ( l )  a n d  e h  ^ e , so  e H ( l )  = H ( e ) .
L e t  e = i n f  f t  e T \ ( 0 } : H ( t )  = t H ( l ) )  a n d  s u p p o s e  
e ^  0 .  T h en  e H ( l )  = e ^  1 b y  t h e  a r g u m e n t  a b o v e .  F o r
x  e H (e )  , x  ^ e , l e t  U b e  a n  o p e n  c o n n e c t e d  s e t
a b o u t  e a n d  V a n  o p e n  c o n n e c t e d  s e t  a b o u t  x  s u c h  t h a t  
UH V = □ .  Now t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  f en ^ n 5 c o n v e r g i n g  
t o  x  s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e  {en ) c o n v e r g e s  t o  e ,
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en  ^  en + l  3 en  ^  6 a n d  € H( 1 ) f o r  a11  n ° L e t  
h e  H ( l )  s u c h  t h a t  a  s u b s e q u e n c e  {h } o f  {hn ) c o n v e r g e s
J 0
t o  i t .
Now {e } c o n v e r g e s  t o  e , s o  { e h  ) c o n v e r g e s
n j n j n j
t o  eh  = e s b u t  {e h  ) i s  a  s u b s e q u e n c e  o f  { e h )5 n j  n j J  ^ 1 n n J
w h i c h  c o n v e r g e s  t o  x  , a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  e = 0 ,
S = T °H (1 )  a n d  N = { h e H ( l ) : x h  = x ]  i s  f i n i t e  f o r  a l l
x  ^  0 b y  [ 8 ] . S u p p o s e  f h  = f  f o r  f  e T \ { 0 )  a n d
h  e H ( 1 ) \ { 1 )  i t h a t  i s ,  Nf  /  f l ) .  F o r  e < f  t h e n
e f  = e a n d  e h  = e f h  = e f  = e , so  f  i s  a s s u m e d  t o  b e
t h e  m a x im a l  e l e m e n t  i n  T s u c h  t h a t  f h  = f .  L e t
T2 = TXT-jlKf) w h e r e  Tx = { t  e T : t  < f ) . Now Th = T-jUTgh
i s  a n  a r c  f r o m  0 t o  h  w h e r e  T2h f lH ( l )  = h .  C o n s i d e r
t h e  c o n n e c t e d  s e t  w h i c h  s e p a r a t e s  S a n d  i n
p a r t i c u l a r  i t  s e p a r a t e s  a n  a r c  A o f  H ( l )  f r o m  0 .
L e t  g e A \ { l * h }  a n d  c o n s i d e r  
t h e  a r c  Tg f r o m  g t o  0 .
1
Now e i t h e r  TgpTg /  □  o r
17
I f  e  g T g n  T2 , t h e n  e = ig  /  0 f o r  some i> e T ,
T h e r e f o r e  e e ^ H ( l )  = H (4 )  , e = 4 a n d  e = e g .  H ence
f g  = f e g  = f e  = f . I f  0 /  e g  = ^ h  £ TgO Tgh  w h e r e  e e T
a n d  i  e T2 > t h e n  e = -Ghg- 1  # a n d
e = e ^  = ith g  1 ugh""1^ i,^ = i  , so  e = e h g - 1 . Now
e = I g T2 , so  f e  = e . So f g - 1  = f h g "1 = f e h g - 1= f e = f .
T h e r e f o r e  A c N f  , a  c o n t r a d i c t i o n ,  s i n c e  Nf  i s  f i n i t e .
H e n c e  Nf  = {1) f o r  a l l  f  g T \ { 0 )  a n d  t h e  m aps  f r o m  H ( l )  
o n t o  f H ( l )  = H ( f )  d e f i n e d  b y  m a p p in g  h  o n t o  f h  a r e  
h o m e o m o r p h i s m s .
Now f h "1 g f H ( l )  -  H ( f )  , ( f h "1 ) " 1 = h f  e f H ( l )  ,
so  h f “f h - 1  = h f h "1 = H ( f )  , b u t  h f h - 1  g T = E , so  
h f h "1 = f  o r  h f  -• f h .  T h a t  i s  t o  s a y  T i s  c o n t a i n e d  i n  
t h e  c e n t e r  o f  S .
C o n s i d e r  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  map m f r o m  TXH(l)  
o n t o  T ° H (1 )  = S .  Now m ( e * g ) m ( f , h )  = e g f h  = e f g h  = m ( e f , g h )  
s o  m i s  a  h om o m o rp h ism .  N o t e  t h a t  m"1 ( 0 )  = O x .H ( l ) .
C l e a r l y ,  Qx'§ | 'j[ ) ' l s  homomorP ^ i-c t o  S a n d  i f  f h  = e g  ,
t h e n  a s  a b o v e  • f  = e , s o  f h  = f g  o r  f h g "1 = f .
-1 -1T h e r e f o r e  h g  g Nf  o r  h g  = 1  a n d  h  = g .  H e n ce  t h e
c a n o n i c a l -  map i s  o n e  t o  o n e ,  t h u s  a  h o m eo m o rp h ism  a n d  i t  
f o l l o w s  t h a t  S i s  a  m in  c o n e  o v e r  a  c i r c l e .
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We now c o n s i d e r  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  E h a v i n g  a  
c u t  p o i n t  a n d  d im  E = 2 .  I t  w i l l  b e  shown t h a t  t h i s  c a s e  
d o e s  n o t  e x i s t .
T h r o u g h o u t  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  e w i l l  
d e n o t e  s u p f t  e T : h ( t )  i s  a  c i r c l e  g r o u p )  w h e r e  T s t i l l  
d e n o t e s  a  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0 .  S i n c e  E i s  a s s u m e d  t o  
h a v e  a  c u t  p o i n t ,  e d o e s  e x i s t .
Lemma 2 . 8 . H ( e )  i s  a  c i r c l e  g r o u p .
P r o o f ; L e t  A = U H ( t )  f o r  a l l  t  e T s u c h  t h a t  
t  < e .  E a c h  H ( t )  i s  a  c i r c l e  g r o u p ,  so  A i s  o p e n  s i n c e  
H ( t )  c  i n t  H (g )  f o r  t  < g < e .  C l e a r l y  A i s  n o t  d e n s e  
i n  t h e  p l a n e ,  s o  b y  T h e o re m  2 . 4 ,  d im  BdA = 1 .  F o r  x  e BdA ,
" t h e r e  e x i s t s  a  s e q u e n c e  (xn ) o f  A c o n v e r g i n g  x  s u c h
t h a t  x ^ 1 = x " ^  = e n  , en  < e n+1  f o r  a l l  n  , a n d
t h e  s e q u e n c e  .fen ) c o n v e r g e s  t o  e .  By t h e  c o n t i n u i t y  o f
i n v e r s i o n ,  t h e  s e q u e n c e  c o n v e r g e s  t o  x _ 1 . Now
b o t h  ( x ^ ” 1 ) a n d  ( x ^ x  ) c o n v e r g e  t o  e , so
x x “ 1 = e = x ^ x  , x  = H ( e )  a n d  BdA c . h (  e )  . H e n c e  
d im  H ( e )  = 1  a n d  H ( e )  i s  a  c i r c l e  g r o u p  [ 8  ] .
R e m a r k ; S i n c e  e  i s  a  c u t  p o i n t  o f  E a n d  e 
s e p a r a t e s  E DS\SeS  = E 0 ( e x t H ( e ) )  f r o m  0 , t h e n  f o r  a n y
t  e S \ S e S  , e  < t t - 1  a n d  e < t ^ t .
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Lemma 2 . 8 . The i d e m p o t e n t s  o f  SeS a r e  c o n t a i n e d  
i n  t h e  c e n t e r  o f  S .
P r o o f ; N o t e  t h a t  EDSeS = [ f  e T : f  < e )  i s  a  m in  
t h r e a d  f r o m  e t o  0 b y  c o r o l l a r y  2 . 6 ;  F o r  f  e ED SeS
a n d  t  e S \ S e S  , f t S  = f t t - 1 S = f S  , s i n c e
f  < e < t t "1 , s o  f t £ f \  S i m i l a r l y  S t f  = S t " 1 t f  = S f  
a n d  t f s £ f .  H ( f )  i s  a  c i r c l e  g r o u p ,  so  
H ( f )  = D ( f )  = R ( f )  = L ( f )  a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  
( t f ) " 1 = f t "1 e H ( f ) .  Now t f t "1 e E a n d  
t f t "1 = t f - f t "1 e H ( f ) .  T h e r e f o r e  t f t "1 = f  o r  t f  = f t .  
F o r  x  e SeS , e i t h e r  ( i )  f  < x x "1 = x - 1 x  o r
( i i )  x - 1 x  = x x ” 1 < f .  I n  c a s e  ( i ) ,  f x S  = f x x _1S = f S  a n d
x f x ” 1 = f .  H e n c e  x f  = f x .
—1 —1 —1I n  c a s e  ( i i ) ,  f x S  = f x x  S = x x "  S = x  xS , so
- 1  - 1  - 1  - 1f x x  = x x  a n d  x  x f  = x  x .  M u l t i p l y i n g  b y  x  on  t h e
a p p r o p r i a t e  s i d e  i m p l i e s  f x  = x  a n d  x f  = x .  H ence
f x  = x  = x f .  T h e r e f o r e  f  i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  c e n t e r  o f
S .
Lemma 2 . 9 - I f  f  g E s u c h  t h a t  e < f  t h e n  
H ( f ) * e  i s  a  c l o s e d  s u b g r o u p  o f  H ( e ) .
P r o o f ;' C l e a r l y  H ( f ) e  i s  c l o s e d  a n d  i s  c o n t a i n e d  
i n  H ( e ) .  By t h e  p r e v i o u s  lem m a,  e com m utes  w i t h  a l l  
e l e m e n t s  o f  H ( f )  , s o  f o r  x e  , y e  e H ( f ) e  w h e r e  
x , y  e H ( f )  , ( y e ) " 1 = e y "1 *= y " 1 e e H ( f ) e  a n d
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x e ( y e ) ’""1' = x e - e y - '*" = x e y ” "1* = x y ’^ e  g H ( f ) e .  T h e r e f o r e  H ( f ) e  
i s  a  c l o s e d  s u b g r o u p  o f  H ( e ) .
R e m a r k ; H ( f )  i s  n o t  a  c i r c l e  g r o u p  a n d  d im  H ( f ) = 0 .  
T h e r e f o r e  d im  H ( f ) e  = 0 a n d  H ( f ) e  i s  a  f i n i t e  c y c l i c  
s u b g r o u p  [ 8  ] .  A l s o  n o t e  t h a t  t h e  map f r o m  H ( f )  i n t o  
H ( e )  , m a p p in g  x  o n t o  x e  i s  a  h o m o m o r p h i s m „
Lemma 2 . 1 0 . F o r  t  g S \ S e S  a n d  x  g H ( e )  ,
t x  = x t .
P r o o f ; N o t e  H ( e )  i s  a b e l i a n ,  t e  g H ( e )  b y  [ 1 4 ] ,  
an d  t e  = e t  b y  lemma 2 . 8 .  So  x e  = x  = e x  a n d
t x  = t  - e x  = t e  »x = X" t e  = x ° e t  = x e  •> t  = x t .
Lemma 2 . 1 1 . F o r  t  g S \ S e S  a n d  x , y  e H ( e )  ,
t h e n  t x  = t y  i m p l i e s  x  = y .
P r o o f ; t x  = t - e x  = t » e y  = t y  a n d  m u l t i p l y i n g  b y
—1 —1 —1( t e )  i m p l i e s  x  = ex  = ( t e ) -  t e » x  = ( t e ) -  » t e x  =
( t e )  - t e y  = e y  = y .
Lemma 2 . 1 2 . I f  t  e s \ S e S  a n d  t x  = x  f o r  some 
x  g H ( e )  , t h e n  t h  = h  f o r  a l l  h e  H ( e ) .
P r o o f ; M u l t i p l y i n g  t x  = x  b y  x - 1  i m p l i e s
t x x - ^ = x x - '*" o r  t e  = e .  T h e r e f o r e  t h  = t e h  = e h  = h  f o r  
a l l  h  g H ( e ) .
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Lemma 2 . 1 3 . L e t  C = { t  e S \ i n t  H ( e ) : t e  = e ) „
T h e n  C i s  a  c l o s e d  c o n n e c t e d  i n v e r s e  s u b s e m i g r o u p  s u c h  
t h a t  C q H ( e )  = { e ) .
P r o o f : L e t  [ t  ) b e  a  s e q u e n c e  c o n t a i n e d  i n  C
c o n v e r g i n g  t o  t „  ( ^ e )  c o n v e r g e s  t o  t e  , b u t  t  e = e
f o r  a l l  n  , s o  t e  = e a n d  C i s  c l o s e d , ,  L e t  
= { t  e T : t  > e ) „ F o r  t  e C a n d  x  = f t  e T ^ t  ,
x e  = f t e  = f e  = e and  T - ^ t c C .  T h e r e f o r e  C i s  c o n n e c t e d , ,
“ 1 —1F o r  t  e C , t e  = e a n d  ( t e )  ' = e t  = e , b u t  e i s
i n  c e n t e r  o f  S , so  t _ 1 e = e a n d  t _1 e Co F o r  .
x , t  e C t h e n  t x e  = t e  = e a n d  h e n c e  C ^ C .  T h e r e f o r e  
C i s  a  c o m p a c t  c o n n e c t e d  i n v e r s e  s e m i g r o u p  s u c h  t h a t  
CO H ( e )  = [ e ]  .
R e m a r k : I f  f  l i e s  on a  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0
t h e n  M (f )  = { fg  e E : g f  = f )  i s  c o n n e c t e d .1
Lemma 2 . 1 4 . 1 /  BdC D S \ C .
P r o o f : S u p p o s e  t h e r e  i s  a  s e q u e n c e  [ t  )
c o n v e r g i n g  t o  1 s u c h  t h a t  t  /  C f o r  a l l  n .  d im  E = 2
i m p l i e s  t h e r e  e x i s t s  f  e i n t  E [10,  p p . 4 4 ] ,  a n d  s i n c e
E n  SeS i s  a n  a r c ,  f  e S \ S e S  a n d  f e  = e .
Now t h e  s e q u e n c e  f )  c o n v e r g e s  t o  f  , so  t h e r e
e x i s t s  a n  i n t e g e r  m s u c h  t h a t  t  f  e E a n d  t  f  e s \ S e S .
T h e r e f o r e  t  *e = t  *f  = t  f » e  = e  , a  c o n t r a d i c t i o n  s i n c e  m m e m *
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t  /  C. T h e r e f o r e  1 /  BdC o s \ C .
R e m a r k : C l e a r l y  C * S \ C c : s \ C  a n d  i n  p a r t i c u l a r
aTO C = □  f o r  a l l  a  e S \ C .  A l s o  n o t e  t h a t  d im  C = 2
s i n c e  .E C C .U T  a n d  d im  T = 1 .
Lemma 2 . 1 5 ,, I f  aTfl  hT / .O  t h e n  t h e r e  e x i s t s
f  e T s u c h  t h a t  ( i )  a t  = h t  f o r  a l l  t  < f  a n d  ( i i )  i f
T1 = [ t  e T : t  > f )  t h e n  a T 1 0 b ^  = { a f ) „
P r o o f : L e t  f  = s u p f t  e T s a t  = b t )  and  c l e a r l y
a f  = b f . F o r  t  < f  , m u l t i p l y i n g  a f  = b f  on t h e  r i g h t
b y  t  y i e l d s  a t  = b t .
S u p p o s e  x  e aT^ 0 b T ^ .  T h e n  t h e r e  e x i s t s  t  e T-  ^ ,
t i  e T^ s u c h  t h a t  x  = a t  = b t ^ .  t  a n d  t ^  c o m p a r e ,  s o
w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  s u p p o s e  t  < t ^ .  T hen  
a t  = a t ' t  = b t ^ t  = b t  a n d  t  < f .  B u t  t  e T^ , so  
t  = f  a n d  x  = a f .
R e m a r k : N o te  aTO bT  i s  c o n n e c t e d .
Lemma 2 . 1 ,6 . C i s  a c y c l i c .
P r o o f : L e t  = [ t  e T : t  > e )  a n d  c o n s i d e r  t h e
map H f r o m  T^XC o n t o  C d e f i n e d  b y  H ( t , c )  = t c .
C l e a r l y  H i s  c o n t i n u o u s  a n d  H ( l , c )  = c a n d  H ( e ,  c )  = e 
f o r  a l l  c e C. T he  G e n e r a l i z e d  H om otopy  T heorem  [ 1 8 ]  i m p l i e s
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Hn (C)*aHn ( e )  f o r  a l l  n  , h e n c e  C i s  a c y c l i c .
R e m a r k : BdS ^  C s i n c e  i n t  H ( e ) n  C = □  a n d  C
2
d o e s  n o t  c u t  R .
Lemma 2 . 1 8 . B d S 0 C i s  c o n n e c t e d .
P r o o f : L e t  a  e BdS n C s u c h  t h a t  a /  1. I t  w i l l
s u f f i c e  t o  show t h a t  o n e  o f  t h e  a r c s  o f  BdS , f r o m  a  t o  
1 i s  c o n t a i n e d  i n  C. L e t  A a n d  B b e  t h e  a r c s  f r o m
t h i s  s e p a r a t i o n .  S u p p o s e  n e i t h e r  a r c ,  A o r  B , i s
c o n t a i n e d  i n  C a n d  c o n s i d e r  t h e  s e t  T U a T .  L e t  
x  e A \c  , y e B \ C  , f  = s u p f t e T :  t = a t )  a n d  
T 1 = [ t  e T : t  > f ) .  C l e a r l y  f  > e .  Lemma 2 . 1 5  i m p l i e s
I
T-j.nal^ = { f )  , s o  T^UaT^ i s  a n  a r c  f r o m  1 t o  a ,  n o t
c o n t a i n e d  i n  B dS .  H e n c e  T - j U a ^  s e p a r a t e s  S a n d  i n  
p a r t i c u l a r  i t  s e p a r a t e s  x  f r o m  y .  H ( e ) \  {e}fl ( T ^ u k ^ )  = □
a n d  H ( e ) \ [ e }  i s  c o n n e c t e d ,  s o  e i t h e r  x  o r  y  i s
s e p a r a t e d  f r o m  H ( e ) \ f e ) .  x e  e xT.O H( e ) \  ( e )  a n d  
y e  e y T O H ( e ) \ [ e }  , a  c o n t r a d i c t i o n ,  s i n c e  x H u y H j H ( e ) \  {e)  
i s  a  c o n n e c t e d  s e t  c o n t a i n i n g  x  a n d  y  m i s s i n g  C a n d  
i n  p a r t i c u l a r  T ^ a T ^ .  H e n c e  BdS 0 C i s  c o n n e c t e d .
T h r o u g h o u t  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  l e t  A 
d e n o t e  t h e  a r c  BdSO C f r o m  a  t o  b  a n d  l e t  B d e n o t e
t h e  c o m p le m e n t  a r c  B d S \ C .
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Lemma 2 . 1 9 . b = a ” 1 a n d  aT-jUa” 1^  = S \ c  0 C 
w h e r e  T ^ =  ( t e  T : t  > e ) .
P r o o f : T h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  x  e H ( e ) \ ( e )  s u c h
p  _  “I
t h a t  x  = e o r  x  = x ” . F o r  s  e S \S e S  , i f  s e  = x
t h e n  e s " ' 1' = s _ 1 e = x  , s o  b y  lemma 2 . 1 1 ,  s  = s - 1 .
Now i f  ( t  ) i s  a  s e q u e n c e  c o n v e r g i n g  t o  a  ,
t n  e S \C  f o r  a l l  n  , t h e n  ( i ^ e }  c o n v e r g e s  t o  e , so
we c h o o s e  a  s e q u e n c e  c o n v e r g i n g  t o  a  s u c h  t h a t
t _  ^  t " 1 f o r  a l l  n  , t  e 4  t  e f o r  n  d  m , e t  a n d  e t - 1n ' n  ’ n ' m. '  n  n
a r e  s e p a r a t e d  b y  e a n d  x  i n  H ( e )  , ^ n Tri BdS
f t " 1} = t^T ID B dS  , a n d  ffcn e } i-s c o n t a i n e d  i n  o n e  o f  t h e
tw o  a r c s  f r o m  e t o  x .  I n v e r s i o n  i s  a  h o m e o m o r p h is m ,  so
- 1  - 1  - 1[ t n  ] c o n v e r g e s  t o  a  a n d  b o t h  t h e  s e q u e n c e  ( t  3 a n d
a - 1  a r e  c o n t a i n e d  i n  BdS. C i s  a n  i n v e r s e  s e m i g r o u p  b y  
lemma 2 . 1 3 , s o  e i t h e r  a - 1  = a  o r  a ” '*' = b  s i n c e  
{a , b 3 = AO B.
» .  .
L e t  H b e  t h e  a r c  o f  H ( e )  f r o m  e t o  t ^ e
w h i c h  d o e s  n o t  c o n t a i n  x  a n d  c o n s i d e r  t h e  a r c
a T ^ ^ T ^ H * . N o t e  i t  i s  a n  a r c  s i n c e  a T - j H t ^ ^  = □  ,
aT-jTIH = (e}  a n d  t^T^OH = (t-^e} ^  [ e 3 - Now t h e  a r c
aTl ^ t l TT ^ H ' s e p a r a t e s  t  , f o r  n  > 1 , f r o m  H ( e ) \H *
a n d  i n  g e n e r a l  s e p a r a t e s  a n y  p o i n t  o f  B b e t w e e n  a  a n d  
f r o m  H ( e ) \ H ' .
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C o n s i d e r  f o r  n  > 1 a n d  b y  t h e  c h o i c e  o f
t h e  s e q u e n c e  ( t n ) , t n l T l n t n Ti  ^  n  '  t n 1 'I' l r | a T l  = Q  '  a n d
_1 . » _i  _T
t R e f  H . Now t n  T-  ^ i s  a  c o n n e c t e d  s e t  c o n t a i n i n g  t  
a n d  m e e t i n g  H ( e ) \ H  , s o  t ” 1 d o e s  n o t  l i e  b e t w e e n  a
a n d  t ^  i n  B .
T h e r e f o r e  t h e  s e q u e n c e  { t ” 1 ) c o n v e r g e s  t o  b a n d







F o r  t  e T1 , t h e  s e q u e n c e  t )  c o n v e r g e s  t o  a t  a n d
t n t  e S \C  f o r  a l l  n  , so  aT-^c s \ C nC a n d  s i m i l a r l y
a”1! c sVCflC.
L e t  Hn  b e  t h e  a r c  o f  H ( e )  c o n t a i n i n g  1 f r o m
t n e t o  t ^ e  f o r  e a c h  n  a n d  c o n s i d e r  t h e  a r c s  
Cn  = t n TU t ” 1T U H n . L e t  Bn  b e  t h e  a r c  o f  BdS f r o m  t
t o  t ” 1 c o n t a i n e d  i n  B a n d  An  = BdS\Bn „ N o t e  ACAn
a n d  AnHBn  = ( i ^ t " 1). Now c l e a r l y  Cn ^ An ^ Bn  i s  a  0 _ c u r v e
f o r  e a c h  n .  D e n o t e  t h e  b o u n d e d  r e g i o n s  o f  t h e  s e p a r a t i o n  
2
o f  R b y  e a c h  Q- c u r v e  b y  Pn  .and Qn  w h e r e  Pn  h a s
e d g e s  Cn  a n d  Bn  a n d  Qn  h a s  e d g e s  Cn  a n d  An « From
t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  0 = c u r v e s  i t  i s  c l e a r  t h a t
    00
f o r  e a c h  n  a n d  QV- , 1C Q„ f o r  a l l  n .  L e t  Q = n Q
n  • n = l  n
a n d  c l e a r l y  QO H ( e )  = {e )„  By lemma 2 . 1 5 ,  f o r  s e Q ,
sT 1H H (e)  = {e 3 a-nd Q = C a n d  i t  f o l l o w s  t h a t
A.U aTj.Ua'"1T^ = BdC a n d  h e n c e  aT^U a” ^T^ = S \  C n C.
T h e o r e m  2 . 2 0 - T h e r e  d o e s  n o t  e x i s t  a n  i n v e r s e  
s e m i g r o u p  on  t h e  2 - c e l l  w i t h  a n  i d e n t i t y  w h o se  s e t  o f  
i d e m p o t e n t s  E h a s  a  c u t  p o i n t  a n d  d im  E = 2 .
P r o o f : I f  s u c h  a  s e m i g r o u p  S e x i s t s ,  t h e n  s i n c e
—1 —1 —1 —1( t n  } c o n v e r g e s  t o  a  ,  ^ c o n v e r g e s  t o  a a
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Now {a t ~ 1 )c  S\C , s o  a a " 1 ' g sVcn C = a ^ L l a " 1^ .
T h e r e f o r e  e i t h e r  a a - 1  < a  a n d  a - 1  < a _ 1 a  o r  a a - 1  < a " 1 
an d  a  < a - 1 a .  H e n c e  i n  e i t h e r  c a s e  a  = a ” 1 e E a n d  
C = , a  c o n t r a d i c t i o n  s i n c e  d im  C = d im  E = 2 ,
C o m b in in g  T h e o r e m  2 . 7  a n d  T h eo re m  2 . 2 0 ,  we h a v e  
e s t a b l i s h e d  t h e  f o l l o w i n g  m a i n  r e s u l t .
T h eo re m  2 . 2 1 . I f  S i s  a n  i n v e r s e  s e m i g r o u p  w i t h
a n  i d e n t i t y  on  t h e  2 - c e l l  w h o s e  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  E h a s
a  c u t  p o i n t  t h e n  S i s  a  m in  c o n e  o v e r  a  c i r c l e  a n d  E i s  
a  m in  t h r e a d .
C o n c l u d i n g  R e m a r k s : T he  f o l l o w i n g  r e s u l t  i s  a
c o n s e q u e n c e  o f  T h e o r e m s  2 . 2 0 ,  2 . 7  a n d  c o r o l l a r y  2 . 6 .
T h e o re m  2 . 2 2 . I f  S i s  a n  i n v e r s e  s e m i g r o u p  w i t h
a n  i d e n t i t y  on  a n  a n n u l u s  w h o s e  k e r n e l  K i s  o n e  o f  t h e  
b o u n d a r y  c i r c l e s ,  t h e n  S i s  i s e o m o r p h i c  t o  KxE w h e r e  
t h e  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  E i s  a  m in  t h r e a d .
CHAPTER III
I n t r o d u c t i o n . I n  t h i s  c h a p t e r  we i n v e s t i g a t e  
i n v e r s e  s e m i g r o u p s  on  t h e  2 - c e l l  w i t h  a n  i d e n t i t y  1 a n d  
w hose  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  E h a s  n o  c u t  p o i n t .  The- 
i n v e r s i o n  h o m e o m o r p h is m  i s  shown t o  b e  t h e  i d e n t i t y  map, 
a n d  i t  t h e n  f o l l o w s  t h a t  S m u s t  b e  a  c o m m u t a t i v e  C l i f f o r d  
s e m i g r o u p .  The m a x im a l  g r o u p  H ( l )  c o n t a i n i n g  1 t h e n  m u s t  
b e  a  s u b g r o u p ,  n o t  n e c e s s a r i l y  p r o p e r ,  o f  t h e  f o u r  g r o u p ,  
Z^xZ^.  E x a m p l e s  a r e  g i v e n  f o r  a l l  p o s s i b l e  c a s e s  o f  H ( l )  „
I n  t h e  s p e c i a l  c a s e  when  M(e) = { f  e E : e  < f )  i s  
c o n n e c t e d  f o r  e a c h  e e E a n d  H ( l ) ,« Z 2 xZ2 , t h e n  t h e  
s e m ig r o u p  S m u s t  b e  t h e  c o n t i n u o u s  m o n o to n e  hom om orp h ic  
im age  o f  t h e  ( m i n  c o n e  o v e r  Z2 )X (m in  c o n e  o v e r  Z2 ) .
P r e l i m i n a r i e s  a n d  R e s u l t s . T h r o u g h o u t  t h i s  c h a p t e r ,  
S w i l l  d e n o t e  a n  i n v e r s e  s e m i g r o u p  on t h e  2 - c e l l  w i t h  a n  
i d e n t i t y  1 a n d  w h o s e  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  E h a s  no  c u t  
p o i n t .
By [ 1 3 ] *  E i s  a  r e t r a c t  a n d  b y  T h e o re m  1 . 7  , E 
i s  a  2 - c e l l .  T w i l l  d e n o t e  a  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0 a n d  
l e t  C = {s  e S : s  = s ” 1 ) .  I t  i s  c l e a r  t h a t  T^ECC.
Lemma 3 . 1 .  C- i s  c l o s e d .
28
29
P r o o f : L e t  x  e S a n d  (xn ) a  s e q u e n c e  o f  e l e m e n t s
— 1 —1o f  C c o n v e r g i n g  t o  x .  Now xn  = x n  , s o  (x n  ) i s  a
s e q u e n c e  c o n v e r g i n g  t o  x  a l s o ,  b u t  s i n c e  i n v e r s i o n  i s  
c o n t i n u o u s ,  c o n v e r g e s  t o  x ” 1 . H e n c e  x  = x ” ^ a n d *
x  e C. Now i t  f o l l o w s  t h a t  C i s  c l o s e d .
Lemma 3 * 2 . F o r  c e CO BdS , l e t  U b e  a n  o p e n
c o n n e c t e d  d i s c  a b o u t  c s u c h  t h a t  U i s  a  2 - c e l l ,
U = I T 1 , a n d  UO BdS i s  a n  a r c  f r o m  a  t o  b c o n t a i n i n g
c .  D e n o t e  UD BdS b y  A a n d  l e t  A1 b e  t h e  a r c  o f  A
f r o m  a  t o  c a n d  A2 t h e  a r c  o f  A f r o m  c t o  b . I f
[ t n ) i s  a  s e q u e n c e  i n  A ^X fa ,  c )  c o n v e r g i n g  t o  c s u c h
t h a t  t  tf C f o r  a l l  n  , t h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  i n t e g e r
N > 1 s u c h  t h a t  t ” 1 e A2\ ( b , c }  f o r  a l l  n  > N.
P r o o f : S u p p o s e  t h e r e  i s  a  s u b s e q u e n c e  { t n
J
s u c h  t h a t  { t “ 1 )<=A-1\  {a,  c ) . C l e a r l y  b o t h  { t  3 a n d  { t " 1 )ii a. -i- n ri ^
J  J
c o n v e r g e  t o  c .  C o n s i d e r  t h e  s u b a r c s  o f  A ^X fa ,  c3 f r o m  
t  t o  t""1 , d e n o t e d  b y  A ( j ) .
n 'j n j
T he  i n v e r s i o n  map i  i s  a  h o m e o m o rp h is m ,  m a p p i n g  
BdS o n t o  BdS , c o n t o  c a n d ,  i n  p a r t i c u l a r ,  A o n t o  
A. T h e r e f o r e ,  t h e  c o n n e c t e d  s e t  i ( A( J ) )  i s  c o n t a i n e d  i n  
A\ f 1 )  s i n c e  i ( l )  = i - 1 ( l )  = 1 ?? A( j )  f o r  a l l  j  , a n d
( t n  , t ^ ' I:3c A( j ) c i ( A (  j )  )c a 1\  ( a ,  c 3 . Now h o m e o m o rp h is ra s
J J
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p r e s e r v e  c u t  p o i n t s ,  s o  i ( A ( j ) )  = A ( j )  f o r  a l l  j .
T he  r e s t r i c t i o n  o f  i  t o  A ( j )  h a s  a  f i x e d  p o i n t ,
s o  t h e r e  e x i s t s  x .  e A ( j ) \ { t  ^ t " 1 ] s u c h  t h a t
j  n 0* n j
i ( x . )  = x .  o r  x .  = xT1 . C l e a r l y  x .  a n d  c s e p a r a t e
J  J  J  J  J
t n  ^ f r o m  t “ ^ i n  BdS. T h e  c o n v e r g e n c e  o f  f t  ) t o  c
J J
a n d  "to c i m p l i e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  x ^  a n d  x ^  ,
J
—  1 —1
e l e m e n t s  o f  A ^ f a ,  c )  s u c h  t h a t  x h  = xh  3 x k  = x k  3
a n d  x. a n d  x, s e p a r a t e  t  f r o m  t  ^ i n  BdS. T h a t  h  k  n h  . n h
i s ,  t h e  a r c  f r o m  x ^  t o  x k  c o n t a i n e d  i n  A - j \ f a , c )
c o n t a i n s  e i t h e r  t  , o r  t " 1 b u t  n o t  b o t h .
n h  h
Now t h e  h o m e o m o rp h is m  i  m aps  t h i s  a r c  f r o m  x ^  
t o  x ^  o n t o  i t s e l f ,  a  c o n t r a d i c t i o n  s i n c e  t h e  a r c  c o n t a i n s
o n e  b u t  n o t  b o t h  o f  t  a n d  t ~ ^ .  T h e r e f o r e ,  f t ” '1'}
n h  n h  n
i s  r e s i d u a l l y  i n  A2\ f c , b )  a n d  t h e  . p r o o f  i s  c o m p l e t e .
C o r o l l a r y  3 . 3 .  E i t h e r  BdS^c  o r  B d S 0 C c o n t a i n s
no  a r c s .
P r o o f : S u p p o s e  BdS^C a n d  s u p p o s e  t h e r e  e x i s t s
c e BdS DC s u c h  t h a t  c i s  a n  e n d  p o i n t  o f  a n  a r c  i n  
BdS Q C a n d  c e B d S \C .
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Now l e t  U b e  a n  o p e n  c o n n e c t e d  d i s c  a b o u t  c a s  
d e s c r i b e d  i n  t h e  lemma, s u c h  t h a t  a n d  A -^C .  L e t
Ct 3 b e  a  s e q u e n c e  c o n v e r g i n g  t o  c s u c h  t h a t  { t n )c A^\C .
T h e r e f o r e ,  t  ^  t - '*' f o r  a l l  n  a n d  b y  t h e  lemma {t"'*') n  '  n  n
i s  r e s i d u a l l y  i n  Ag , a  c o n t r a d i c t i o n ,  f o r  i f  t ~ ^  e A^
t h e n  t ” "*" = t  . T h e r e f o r e ,  BdSHC c o n t a i n s  n o  a r c s ,  o r ,  i t
i s  t o t a l l y  d i s c o n n e c t e d  i f  BdS^C. We p r o c e e d  now t o  show 
t h a t  t h e  i n v e r s i o n  h o m e o m o r p h is m  i s  t h e  i d e n t i t y  map.  T h a t  
i s  C = S .  The f i r s t  s t e p  i s  t o  e s t a b l i s h  t h a t  B d S ^ c .
T h i s  w i l l  b e  do ne  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  f o l l o w i n g  two c a s e s :
(1 )  i f  T \ { l ) n B d S ^ n  a n d
( 2 )  i f  T \  {1} q BdS = □ .
C ase  1 : F o r  t  e T \  { 1 } 0  BdS , l e t
T-  ^ = { t ^  e T : t 1 > t }  a n d  l e t  A a n d  B b e  t h e  two a r c s  o f
BdS f r o m  1 t o  t  s u c h  t h a t  All B = BdS a n d  AO B = ( l , t ) .
N o t e  t h a t  i f  BdS^C , t h e n  A /  T^ a n d  B T-^. T h a t  i s ,
Tx n i n t  S / □ .
Lemma 3 . 4 . E i t h e r  aTO T^ ^  □  f o r  a l l  a  e A o r  
b T q  T1 ^  □  f o r  a l l  b  e B.
P r o o f : S u p p o s e  t h e r e  e x i s t s  a  e A \ [ l , t )  an d
b e B \ ( l ,  t )  s u c h  t h a t  aTO T^ .= .□ = bTD T^ , o r ,  t h a t
( a T U  bT) 0 ^  = □ .  S i n c e  T^ , A , a n d  B a r e  a l l  a r c s
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f r o m  1 t o  t  s u c h  t h a t  a  ^  a n d  b ^  , i t  f o l l o w s
T-j^vBdS = A u  B o r  t h a t  T-jfl i n t  S ^  □  . T h e r e f o r e ,  b y  
T heo rem  1 . 1 ,  T^ c u t s  S a n d  s e p a r a t e s  a  f r o m  b b y
T heo rem  1 . 2 .  Now 0 e aTO bT , s o  a T U b T  i s  a  
c o n n e c t e d  s e t  c o n t a i n i n g  b o t h  a  a n d  b .  B u t  
(aTUbT)flT-^ = □  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .
R e m a r k : W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  we may a s s u m e
aTO T^ /  □  f o r  a l l  a  e A. N o t e  a l s o  t h a t  t h e  a r c s  aT
a n d  bT i n  t h e  c o r o l l a r y  may b e  r e p l a c e d  w i t h  t h e  a r c s  T a  
an d  T b .
C o r o l l a r y  3 . 5 . I f  a f  e a T n  T1 f o r  f  e T , t h e n
f  > t .
P r o o f : I f  f  < t  , t h e n  a f « t  = a - f t  , a n d  s i n c e
a f  e T-  ^ , a f  > t  a n d  a f * t  = t .  So a f  = t  , a n d  s i n c e
a f  e E , a f  < f  o r  t  < f  , a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,
f  > t  a n d  aTO T^ = aT-jf lT^.
Lemma 3 . 6 . F o r  c a s e  1 ,  BdSCC.
P r o o f : S u p p o s e  BdS^C a n d  b y  c o r o l l a r y  3 . 3  BdSHC
c o n t a i n s  n o  a r c s .  I f  f o l l o w s  t h a t  T^ s e p a r a t e s  S .  L e t  
( t n ) b e  a  s e q u e n c e  c o n v e r g i n g  t o  1 c o n t a i n e d  i n  A ,
t n  ^  C f o r  a l l  n  , a n d  s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e  f t ” 1 ]
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i s  c o n t a i n e d  i n  B.  S u c h  a  s e q u e n c e  e x i s t s  s i n c e  BdS H C
i s  t o t a l l y  d i s c o n n e c t e d  a n d  b y  lemma 3 . 2  t h e  i n v e r s e s  a r e
i n  B. C l e a r l y  c o n v e r g e s  t o  1 .  L e t
f*n  = s u p ( t 1 e Ti : *'nt l  e Ti ^ °  The  ex is - fcence  o f  i s
c l e a r  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  aT-^HT^ f o r  a l l  a  e A.
Now i t  f o l l o w s  t h a t  e , a n d  s i n c e
Vn e E ' Vn " (Vn)'1 - “ d = D'
_  -I '
C l e a r l y  f  = s u p { t n e L i t t "  e T , } a n d  f  ^  1 ,  f o r  a l l  n   ^ 1 1 1 n  1 n '
n .  L e t  Tn  = [ t ^  e Tl : ^ l  811 d o f
fn - W l  " 'Vn = V ^  = V > r  Let Vt^1) be
t h e  c o m p o n e n t s  o f  S c o n t a i n i n g  t  and  t ” 1 r e s p e c ­
t i v e l y .  By lemma 1 . 2 ,  C ( t n ) D C ( t ~ 1 ) = □  f o r  a l l  n .
S i n c e  Tn\ f  i s  a  c o n n e c t e d -  s e t  a n d
V ^ n ^ n ^ l  = n  5 V ^ ^ n ^ ^ n )  fo r  a11  n and
s i m i l a r l y  ( Tn\ f n ) ■f'o r  8,11 n ° F o r  ^  e Tn  3
i f  t n h  e t n TnDE , t h e n  t n h  = ( t n h ) ” ‘1' = h t " 3- a n d
tnh e But w v - 1 = ftnfn] . so
W E = ( V n  = V i 1 ) ■ Tn ^ l n E - How Kn  = W t f
i s  a n  a r c  f r o m  t  t o  t  s u c h  t h a t  Kn0E = f t  f n ) .
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We c o n s i d e r  now t h e  tw o  c a s e s :
( i )  t h e r e  e x i s t s  a n  n  s u c h  t h a t  f n t n  ^  ^ or
( i i )  = t  f o r  a l l  n .
C a s e  ( i ) .  S i n c e  1 /  K„ a n d  t  /  K , K 9*BdS >—u r  n  r n  n '
i f  t nf n t  , so  Kn  s e p a r a t e s  S a n d  i n  p a r t i c u l a r
Kn  s e p a r a t e s  1 f r o m  t .  I t  f o l l o w s  t h a t  Kn  s e p a r a t e s
E .  T h e r e f o r e ,  = a  c u ^ P°^-n ^ o f  E , a
c o n t r a d i c t i o n .
C a s e  ( i i ) . S u p p o s e  t  f  = t  f o r  a l l  n .  I f
t f  e (T-jOBdS)\  {1, t )  , t h e n  e i t h e r  t ^  e A \ { l , t )  o r  
t 1 e B \ { l , t ] .  L e t t i n g  t ^  e B w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  
t h e  a r c  T ( t ^ )  f r o m  1 t o  t ^  o f  s e p a r a t e s  S a n d
w o u l d  a l s o  s e p a r a t e  t " 1 f r o m  t  f o r  some n .  B u t
- 1  - 1T t  i s  a  c o n n e c t e d  s e t  f r o m  t  t o  t  s u c h  t h a t  n  n  n
Tn t n l n T l  =  =  t J  '  3 0  T ( t i ) C T i \ t  » ^ l ^ V n 1  =  D
a n d  t ” "*" a n d  t  l i e  i n  t h e  sam e c o m p o n e n t  o f  S \ T ( t ^ )  , 
a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,  T^TIBdS = ( l , t )  a n d  T^ 
s e p a r a t e s  S i n t o  e x a c t l y  tw o  c o m p o n e n t s ,  C^ c o n t a i n i n g
t h e  a r c  A \ [ l ,  t )  a n d  Cg c o n t a i n i n g  t h e  a r c  B \ ( l , t ) .
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I f  1 = s u p ( f n  e T-^) , t h e n  s i n c e  f  ^  1 f o r  a l l
n  , t h e r e  i s  a  s u b s e q u e n c e  {f*n  } c o n v e r g i n g  t o  1 .  Now
J
( t n > ) c o n v e r g e s  t o  1 ,  so  J  c o n v e r g e s  t o  1 ,  a
J J J
c o n t r a d i c t i o n  s i n c e  t  f  = t  f o r  a l l  j  a n d  t  /  1 .
J d
T h e r e f o r e ,  e < 1 w h e r e  e = s u p { f n  e T ^ ) .  ' L e t  f  be  a n y  
e l e m e n t  o f  T ^ \ { 1 }  l a r g e r  t h a n  e a n d  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  
t h e  f n ' s > t  ^  a n d  f t ” 1 a r e  n ° t  i d e m p o t e n t s .  N o te  
t n f  g V ^ N t c  cA a n d  f t " 1 e T - j t ^ K t c  Cg.
I f  f  g i n t  E , t h e n  t h e r e  i s  a n  o p e n  s e t  U a b o u t
f  s u c h  t h a t  UCE. S i n c e  f t  f}  c o n v e r g e s  t o  f  ,
i s  r e s i d u a l l y  i n  U , a  c o n t r a d i c t i o n ,  s i n c e  t  f  /  E f o r
a l l  n .
T h e r e f o r e ,  t h e  a r c  o f  T^ f r o m  1 t o  e i s  c o n t a i n e d
i n  BdE , a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e ,  a n d  i n ‘p a r t i c u l a r  f  e BdE.
T h e r e  e x i s t s  a n  o p e n  s e t  U a b o u t  f  s u c h  t h a t  
e i t h e r  UT1C^ CE o r  U n Cg E . T h e  s e q u e n c e  ( t ^ f )  t s
r e s i d u a l l y  i n  Ufl a n d  t h e  s e q u e n c e  { f t ” 1 } i s
r e s i d u a l l y  i n  U.D Cg , a  c o n t r a d i c t i o n  s i n c e
{tnf}riE = □  = { f t ” 1 ) ^ .  T h e r e f o r e  BdS^C u n d e r  t h e
c o n d i t i o n s  o f  c a s e  1 .
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C a s e  2 . S u p p o s e  l \ { l ) n B d S  = □  a n d  l e t  U b e  a n  
o p e n  c o n n e c t e d  d i s c  a b o u t  1 ,  s u c h  t h a t  U i s  a  2 - c e l l ,
U- 1  = U , 0 /  U , a n d  Uo  BdS i s  a n  a r c  A f r o m  a  t o
b w h e r e  1 e A \ { a , b } .  L e t  A-  ^ b e  t h e  a r c  o f  A f r o m  a
t o  1 a n d  l e t  Ag b e  t h e  a r c  o f  A f r o m  1 t o  b .
Lemma 3.7. I n  c a s e  2 ,  BdSCC.
P r o o f . : S u p p o s e  B dS^  C a n d  t h e n  b y  c o r o l l a r y  3-3
BdSHC c o n t a i n s  n o  a r c s .  H e n c e  t h e r e  i s  a  s e q u e n c e
{ t n )c A i \ { a , 1 ]  , t  /  C f o r  a l l  n  , c o n v e r g i n g  t o  1 a n d
b y  lem m a 3 - 2 ,  t h e  s e q u e n c e  f t ” "**) r e s i d u a l l y  i-n
A2\ ( l , b }  , a l s o  c o n v e r g i n g  t o  1 .  L e t  t  = s u p f t ^ T :  t-^euXu]
a n d  T1 = [ t ^  e T : t ^  > t ] . C l e a r l y ,  t  /  1 a n d  T-  ^ i s  a
s u b a r c  o f  T s p a n n i n g  U f r o m  1 t o  t ,  s e p a r a t i n g  U i n t o
e x a c t l y  tw o  c o m p o n e n t s  R^ c o n t a i n i n g  A ^ \ { a , 1} a n d  R^
c o n t a i n i n g  A g \ ( l , b ) .  L e t  f  = s u p { t 1 e T : 'bn ‘fci  e b \ u } .
T h e n  ^ f ^  e *U\U , an d  i t  f o l l o w s  t h a t  ( t  f n ) U
a n d  f n  = s u p { t ^  e ^  e ^  ^  s i n c e  i n v e r s i o n  i s  a
h o m e o m o r p h i  sm .
F o r  a l l  n  , f n  ^  1 s i n c e  t  /  u \  U. L e t
Tn  = ^ 1  G T : t l  ^  f n^ a n d  c l e a r l y  t n °Tn \  { fn ) a n d
1T „ \ f  ‘ t ” a r e  c o n t a i n e d  i n  U. I f  t h e r e  e x i s t s . a n  n  n  n  n
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s u c h  t h a t  t  T flE = □  , l e t  f  = s u p ( t  e T *. t  t ,  e E ) .
n  n  ^  n  i.
T h e n  t Rf  = ( t  f ) ' 1 = f t " 1 , f  /  1 , a n d  i f  =
{ t l  e Tn : t l  ^  f3  7 t h e n  t n ( Tn ^ f )flE = D = ( Tn \ f ) t n l n E  7
t n (Tn\ f ) c : R i  , a n d  ( Tn\ f ) t n l c R 2* T h e r e f o r e  t Rf  = f 'fc“ 1e T 1 .
I f  t  f  = 1 , t h e n  t _ 1 * t  f  = t - 1  e E , a n d  h e n c en  7 n  n  n  *
t ” 1 = t n  , a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  t  f  ^  1 .  The
7 7 - 1  _ i  _
a r c  Kn  = ^n Tn UTn t n  f r o m  t R t o  t  i s  c o n t a i n e d  i n  U
7 7 _  i
s u c h  t h a t  = ( t  f  = f t n  ) a n d
= f t n f }  = T ^ t ” Xn E . C l e a r l y  A s i n c e  1 ff Kr  ,
s o  Kn  s e p a r a t e s  U a n d  S a n d  i n  p a r t i c u l a r  i t
s e p a r a t e s  1 f r o m  t h e  c o m p le m e n t  o f  U w h i c h  c o n t a i n s  0 .  
T h e r e f o r e ,  i t  s e p a r a t e s  E a n d  t  f  i s  a  c u t  p o i n t  o f  E , 
a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  f o r  a l l  n  , t  T = - E .
L e t  e = s u p { f n  e T } . I f  e = 1 , t h e n  s i n c e  f /  1
f o r  a l l  n  , t h e r e  i s  a  s e q u e n c e  ( f  ) c o n v e r g i n g  t o  1 .
j
B u t  t h e  s e q u e n c e  ( t  f  ) c o n v e r g e s  t o  1 a n d  a l s o  i t  i s
n J  J
c o n t a i n e d  i n  U \  U , a  c o n t r a d i c t i o n  s i n c e  U was  c h o s e n  
o p e n  a b o u t  1 .  T h e r e f o r e  e ^  1 .
F o r  f  e -T^ , b e t w e e n  1 a n d  e ,  t n f  e R^,
f t ” 1 e R2 , a n d  ( t  f j f t " 1 ) ^  = □  f o r  a l l  n .
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C o n s i d e r  t h e  two c a s e s  w h en  e i t h e r  t h e  a r c  o f
f r o m  1 t o  e i s  c o n t a i n e d  i n  BdE , o r  t h e r e  i s  a n  f  
b e t w e e n  1 a n d  e c o n t a i n e d  i n  t h e  i n t e r i o r  o f  E.
By t h e  same a r g u e m e n t s  a s  p r e s e n t e d  a t  t h e  e n d  o f  
c a s e  1 i n  lemma 3 . 6 ,  a  c o n t r a d i c t i o n  i s  r e a c h e d  i n  b o t h  
c a s e s .  T h e r e f o r e ,  BdS^C f o r  c a s e  2 .  By c o m b i n i n g  t h e  
two c a s e s ,  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  h a s  b e e n  e s t a b l i s h e d .
T h e o r e m  3.8. BdScc.
We p r o c e e d  now t o  o n e  o f  t h e  m a i n  r e s u l t s  o f  t h i s
c h a p t e r .
T h e o r e m  3 . 9 . S = C o r  t h e  i n v e r s e  h o m eo m o rp h ism  
i s  t h e  i d e n t i t y  map.
P r o o f : D e f i n e  a  map m f r o m  CxT o n t o  C b y  t h e  
f o l l o w i n g :  m ( c , t )  = t c t .  C l e a r l y  m i s  c o n t i n u o u s  a n d
( t c t ) - 1  = t " 1 c " 1 t " 1 = t c t  f o r  a l l  c e C. N o te  t h a t  m 
i s  a n  a c t i o n  s i n c e
m ( c , t h )  = t h c t h  = t h c h t  = m ( h c h , t )  = m ( m ( h , c ) , t ) .
F o r  a l l  c e C , m ( c , l )  = c a n d  m ( c , 0 )  = 0 .  H e n c e  b y  
t h e  g e n e r a l i z e d  h o m o to p y  t h e o r e m ,  C i s  a c y c l i c  [18] . 
T h e r e f o r e ,  C d o e s  n o t  c u t  , a n d  s i n c e  BdSc C ,
S = C.
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C o r o l l a r y  3 - 1 0 » S i s  c o m m u t a t i v e .
P r o o f : F o r  a n y  two e l e m e n t s  a  a n d  b o f  S ,
a  = a""'L , b  = b ~ ^  , a n d  a b  = ( a b )  so
ab  = ( a b ) - 1  = b - 1 a - 1  = b a .
C o r o l l a r y  3 . 1 1 . S i s  a  C l i f f o r d  s e m i g r o u p .  T h a t
i s ,  S i s  t h e  u n i o n  o f  g r o u p s .
- 1  2 - 1P r o o f : F o r  a l l  a  e S , a a  = a = a a , s o  t h e
r i g h t  a n d  l e f t  u n i t s  o f  e a c h  e l e m e n t  o f  S a r e  e q u a l .
The c o r o l l a r y  now f o l l o w s  f r o m  [ 5 * P P * 4 l ] .  We now t u r n  o u r  
a t t e n t i o n  t o  t h e  m a x i m a l  g r o u p  H ( l ) .  By t h e  p r e v i o u s
t h e o r e m  a n d  c o r o l l a r i e s ,  H ( l )  i s  c o m m u t a t i v e  a n d  e v e r y
e l e m e n t  h a s  o r d e r  2 .
Lemma 3 . 1 2 . The  o r d e r  o f  H ( l )  i s  l e s s  t h a n  o r  
e q u a l  t o  4 .
P r o o f : U s i n g  t h e  n o t a t i o n  t h a t  0 (G)  d e n o t e s  t h e
o r d e r  o f  a  g r o u p  G , s u p p o s e  0 ( H ( 1 ) )  > 4 .  H e n c e  t h e r e  
a r e  e l e m e n t s  a ,  b ,  a n d  c o f  H ( l )  d i f f e r e n t  f r o m  1,
s u c h  t h a t  a b  ^  c .  L e t  G b e  t h e  s u b g r o u p  o f  H ( l )
g e n e r a t e d  b y  t h e s e  t h r e e  e l e m e n t s .  I t  f o l l o w s  t h a t  
0 (G )  = 8 a n d  GCBdS. L e t  x  b e  o n e  o f  t h e  two e l e m e n t s
o f  G s u c h  t h a t  x  a n d  1 s e p a r a t e  BdS i n t o  a n  a r c  A
h a v i n g  o n l y  o n e  e l e m e n t  y  o f  G b e t w e e n  1 a n d  x  , a n d
4o
t h e  c o m p l e m e n t a r y  a r c  B c o n t a i n i n g  5 e l e m e n t s  o f  G 
b e t w e e n  1 a n d  x .  M u l t i p l i c a t i o n  b y  x  i s  a  hom eo m orph ism ,  
i m p l y i n g  e i t h e r  xA = A o r  xA = B. R e m e m b e r in g  t h a t  
xG = G , xA ^  B , s i n c e  xA c o n t a i n s  3 e l e m e n t s  o f  G 
a n d  B c o n t a i n s  7 e l e m e n t s  o f  G„ B u t  i f  xA = A , t h e n  
xy = y  * a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e  0 ( H ( 1 ) )  < 4 .
C o r o l l a r y  3 « 1 3 . E i t h e r  ( i )  H ( l )  = {1)
( i i )  H ( l ) « w Z g .
o r  ( i i i )  H ( l ) «  Z g x Z g .
P r o o f : T he  c o r o l l a r y  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  t h e
t h e o r y  o f  g r o u p s ,  t h e  p r e c e d i n g  lemma, a n d  t h e  f a c t  t h a t  a l l  
e l e m e n t s  a r e  o f  o r d e r  2 .
We now g i v e  e x a m p l e s  s h o w in g  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  
i n v e r s e  s e m i g r o u p  o f  t h e  t y p e  i n v e s t i g a t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  
i n  e a c h  o f  t h e  t h r e e  c a s e s  f o r  H ( l ) .
F i r s t  we d e f i n e  two i n v e r s e  s e m i g r o u p s  on  a n  
i n t e r v a l  [13] . L e t  1^  b e  t h e  i n v e r s e  s e m i g r o u p  d e f i n e d
on  t h e  c l o s e d  i n t e r v a l  [ - 1 , 1 ]  b y
a b  =
m in  [ | a | , | b |  ] i f  ab  > 0 
- m i n  ( | a | , | b | )  i f  a b  < 0 .
1 ^  i s  a  m in  c o n e  o v e r  Zg o r I X ( - 1 , 1 )  
O x x f - 1 , 1 )
w h e r e  I
i s  a  m in  t h r e a d  a n d  ( - 1 , 1 )  i s  t h e  2 e l e m e n t  g r o u p .
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L e t  I 2 b e  t h e  i n v e r s e  s e m ig r o u p  d e f i n e d  on  t h e  c l o s e d  
i n t e r v a l  [ - 1 , 1 ]  b y
1 m in  ( a , b )  i f  a b  > 0
a b  = <  “
/  m in  { | a | , | b | ]  i f  a b  < 0 .
I 2 i s  a  m in  c o n e  o v e r  a  2 e l e m e n t  s e m i l a t t i c e  o r
I ^ Ox"[o ~l ]  w l le re  h a s  t h e  u s u a l  s e m i l a t t i c e
m u l t i p l i c a t i o n .  N o t e  t h a t  I 2 i s  a  s e m i l a t t i c e .
E x a m p le  1 .
P r o p e r t i e s :  ( 1 )  H (1 )« Z 2 x z 2 ( 2 )  0 e i n t  S, (3 )
E = [ ( a , b ) : a  > 0 a n d  b > 0 ) ,  (4 )  H ( a , b ) « Z 2 xZ2 f o r  a l l
( a ,  b )  s u c h  t h a t  a  /  0 , b /  0  , a n d  ( 5 )  S-j^  = U ( i ,  j ) E
w h e r e  ( i * j )  s H ( l )  a n d  i  a n d  j  t a k e  on  v a l u e s  o f  1
a n d  - 1 .
E x a m p le  2 . S2 = I-j_xI  o r  e q u i v a l e n t l y  t h e  i n v e r s e  
s u b s e m i g r o u p  o f  S 1 , S 2 = { ( a , b )  e S ^ : b  > 0 ] .
P r o p e r t i e s :  ( 1 )  H ( l ) « Z g , ( 2 )  E = { ( a , b ) : a >  0 ] ,
( 3 )  S2 = E.U ( - 1 , 1 ) E ,  (4)  E 0  ( - l , l ) E w I ,  ( 5 )  0 e BdSg a n d
( 6 )  H (a ,b )R ,Z 2 f o r  a l l  e l e m e n t s  ( a , b )  s u c h  t h a t  a  ^  0 .
E x a m p le  3 . = I ]_XI2
P r o p e r t i e s :  ( 1 )  H ( l ) » Z g ,  ( 2 )  0 e i n t  ( 3 )
j>
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E = { ( a , b ) : a  > 0} (4 )  S 3 = E u  ( - 1 , 1 ) E ,  (5) EH ( - 1 , 1 ) E w I 2 
a nd  ( 6 )  H (a ,b )**Z2 f o r  a l l  e l e m e n t s  ( a , b )  s u c h  t h a t  a  /  0 .
E x a m p le  4 . = { ( a , b )  e S1 : b  > - 1 / 2 ) „
P r o p e r t i e s :  ( 1 )  H(1)**Z2 , ( 2 )  0 e i n t  S^ ,  ( 3 )
E = { ( a , b ) : a  > 0 and b > 0 )  and (4)  c o n ta in s  groups
o f  o rd e r s  4 and 2.
E x am p le  5 : = ( ( a , b )  e S - ^ - 3 / 2  < b - a  < 3 / 2 ) .
P r o p e r t i e s :  ( 1 )  H ( 1 ) » Z 2 , ( 2 )  0 e i n t  S ^ ,  ( 3 )
E = f ( a , b ) : a  > 0 and b > 0)  and, (4)  c o n ta in s  groups
o f  order  4 and 2.
E x a m p le  6 : Sg = { ( a , b )  e S1 : a  > - 1 / 2  a n d  b > 0 ) .
P r o p e r t i e s :  ( 1 )  H ( l )  = { 1 ) ,  ( 2 )  E = ( ( a , b ) : a  > 0 ) ,
(3) S 6 = EU ( - 1 / 2 , 1 ) E ,  (4 )  E 0  ( - 1 / 2 , 1 ) E « I ,  (5)  0 e BdSg a n d
(6 )  H ( a ,  b ^ Z , ^  f o r  a l l  e l e m e n t s  ( a , b )  s u c h  t h a t  a  /  0 a n d  
a  < 1 / 2 .
E x a m p le  7 : = ( ( a , b )  e S 3 : a  > - 1 / 2 ) .
P r o p e r t i e s :  ( 1 )  H ( l )  = { ! ) ,  ( 2 )  0 e i n t  S^, ( 3 )
E = { ( a ,  b ) : a  > 0 ) ,  (4 )  S?  = EU ( - l / 2 , l ) E ,  (5 )
EH ( - 1 / 2 , 1 ) E « I 2 a n d  ( 6 )  H ( a , b ) « Z g  f o r  a l l  ( a , b )  s u c h  
t h a t  a  /  0 a n d  a  < 1 / 2 .
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We now p r o v e  tw o  lemmas w h i c h  w i l l  l e a d  t o  t h e  e s t a b l i s h m e n b
o f  t h e  f a c t  t h a t  0 e S \E  i f  H ( 1 ) « Z 2 o r  ^ [ ( l ^ Z ^ Z g .
Lemma 3 - 1 4 . I f  a  e H ( 1 ) \ { 1 )  , t h e n  aTTIEPT ,
a n d  i f  a t  e a l f lE  f o r  t  e T , t h e n  a t  = t .
P r o o f ; L e t  f  e aTH E .  T h en  f  = a t  f o r  some
o p p
t  e T a n d  a t  e E ,  So ,  f  = a t  = ( a t )  = a  t  = t  a n d
f  = a t  = t  e T .
Lemma 3 . 1 5 . F o r  f  e T \ { 0 )  , l e t  = [ S e S : s f  = f }.
T h e n  i s  a  c o m p a c t ,  c o n n e c t e d  i n v e r s e  s u b s e m i g r o u p  s u c h
t h a t  C^HBdS i s  c o n n e c t e d .
P r o o f ; C l e a r l y  C^ i s  a  c o m p a c t  i n v e r s e  s u b s e m i ­
g r o u p .  L e t  T^ = { t  e T : t  > f } . F o r  s  e C^., sT^ i s
c o n n e c t e d  a n d  c o n t a i n s  b o t h  s a nd  f .  I f  s t  e sT-^
t h e  t f  = f  a n d  s t * f  = s f  = f  , s o  sT^c Cj. a n d  h e n c e
i s  c o n n e c t e d .
D e f i n e  t h e  map m . f r o m  o n t o  b y
m ( c , t )  = c t .  Now m ( c k t h )  = c t h  = m ( m ( c , t ) , h )  , s o  T^
a c t s  on  C^.  m ( c , l )  = c a n d  m ( c , f )  = f  f o r  a l l
c e , h e n c e  i t  f o l l o w s  t h a t  i s  a c y c l i c .  S i n c e
Cf  £  S , BdS?Cf .
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S u p p o s e  BdS H i s  n o t  c o n n e c t e d ,  a n d  l e t  p a n d  
q b e  e l e m e n t s  o f  tw o  d i f f e r e n t  c o m p o n e n t s  o f  B d S 0 C^. L e t  
A a n d  B b e  t h e  tw o  a r c s  o f  BdS f r o m  p t o  q .  I t  
f o l l o w s  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  e A a n d  b e B s u c h  t h a t  
f a ,  b)DCf  = □ .  L e t  g  = sup  f t  e T : a t  = b t )  a n d  l e t
Tq = ( t  e T : t  > g) , and hence aT0nbT0 = fag = bg] and
b y  a  s t r a i g h t  f o r w a r d  a r g u m e n t ,  ( a T Q U b T ^ n C ^  = d .
S i n c e  f p ,  q}n ( a,TQUbTo ) = □  , aT QUbT0^  BdS , a n d
h e n c e  aTQUbT^ i s  a n  a r c  f ro m  a  t o  b  s e p a r a t i n g  S
a n d  i n  p a r t i c u l a r  s e p a r a t i n g  p f r o m  q , a  c o n t r a d i c t i o n ,  
s i n c e  i s  c o n n e c t e d  c o n t a i n i n g  b o t h  p a n d  q a n d
( a l ^ U M ^ n C ^  = □ .  T h e r e f o r e ,  C^DBdS i s  c o n n e c t e d .
T h e o r e m  3 - 1 6 . I f  H ( l )  /  {1) t h e n  0 e s \ E .
P r o o f : I t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  o n l y  t h e  c a s e
when  a T O E  = a T r i T / { 0 )  , f o r  a l l  a  e H ( 1 ) \ { 1 } .  S i n c e  
0 ( H ( 1 ) )  = 4 o r  2 ,  t h e r e  e x i s t s  a  e H ( 1 ) \ { 1 }  , a n d  a
d e c o m p o s i t i o n  o f  BdS i n t o  two a r c s  A-  ^ a n d  Ag f r o m  1
t o  a .  L e t  f  = s u p  f t  e T : a t  = t )  a n d  i t  f o l l o w s  t h a t
a f  = f  /  0 .
Now m u l t i p l i c a t i o n  b y  a  i s  a  h o m e o m o rp h is m ,  so  
e i t h e r  aA^  ^ = A^ o r  aA.^ = Ag.
C a s e  1 . S u p p o s e  aA^ = A^.  T h e  a r c  A^ h a s  t h e
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f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y ,  s o  t h e r e  e x i s t s  x  e A - j X f ^ a )  s u c h  
t h a t  a x  = x  , a n d  c l e a r l y  a x t  = x t  f o r  a l l  x t  e x T .
S i m i l a r l y  t h e r e  e x i s t s  y  e A2\ f l , a )  s u c h  t h a t  a y  = y
a n d  a y t  = y t  f o r  a l l  y t  e y T .  I t  i s  c l e a r  t h a t  
(y T U x T )D B d S  = { x , y )  , s i n c e  e a c h  a r c  A-  ^ a n d  Ag c a n
h a v e  o n l y  o n e  f i x e d  p o i n t  u n d e r  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  map b y  
a .  L e t  t h e  a r c s  X a n d  Y f r o m  x  t o  y  b e  t h e
d e c o m p o s i t i o n  o f  BdS s u c h  t h a t  1 e X a n d  a  e Y. L e t
e = su p  f t  e T : s t  = y t )  a n d  l e t  Tg = f t  e T : t  > e ) .
C o n s i d e r  t h e  a r c  A = xT UyT f r o m  x  t o  y
w h i c h  c e r t a i n l y  s e p a r a t e s  S i n t o  e x a c t l y  tw o  r e g i o n s ,
w i t h  b o u n d a r y  X.u A , a n d  R2 w i t h  b o u n d a r y  YU A. N o te
t h a t  A U X U Y  i s  a  0 - c u r v e .
M u l t i p l i c a t i o n  b y  a  m aps  X o n t o  Y , Y o n t o
X , a n d  R.  ^ o n t o  R2 . T h e r e f o r e ,  A = f s  e S: a s = s ) = x T  U y t ,
e = 0 a n d  xT 0 yT = { 0 ) .
2 2 2 2 2 S i n c e  a x  = x  a n d  a y  = y  , e i t h e r  x  e xT
2 2 2 2 a n d  x  < x  o r  y  e yT a n d  y  < y  , o r ,  x  = x  o r
2
y  = y  s i n c e  S i s  s t a b l e .  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,
a s s u m e  x  i s  i d e m p o t e n t .  So xT<=e . N o t e  t h a t  i f  e i t h e r
x  o r  y  i s  z e r o  t h e n  t h e  o t h e r  o n e  m u s t  b e  i d e m p o t e n t ,  so  
a s su m e  x  ^  0 .
L e t  t  e x T \ [ x , 0 )  a n d  s u p p o s e  t  e i n t  E .  L e t  U
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b e  a n  o p e n  s e t  a b o u t  t  c o n t a i n e d  i n  E s u c h  t h a t  aU = U.
L e t  e e Un Now a e  € U 0 Rgc  E , so  a e  = ( a e ) 2 = a 2 e 2=
e , a  c o n t r a d i c t i o n ,  s i n c e  R]_nR2 = E .  T h e r e f o r e ,
x T c  S \ e  a n d  i n  p a r t i c u l a r  0 e S \ e .
C a s e  2 . S u p p o s e  aA^ = Ag. U n d e r  t h i s  m u l t i p l i ­
c a t i o n  b y  a  , t h e r e  i s  n o t  a  p o i n t  x  i n  BdS s u c h  
t h a t  a x  = x .  S i n c e  0 = a * 0  , 0 e i n t  S„
C o n s i d e r  Cf  w h i c h  c o n t a i n s  a  a n d  1 b u t  n o t
BdS .  S i n c e  C^flBdS i s  c o n n e c t e d ,  lemma 3 . 1 5 ,  e i t h e r
A ^ C f  o r  AgCC^.. B u t  Cf  i s  a  s u b s e m i g r o u p ,  so  e i t h e r
A^UaA^C^. o r  AgUaAgCC^ , a  c o n t r a d i c t i o n ,  s i n c e
aA-^ = A2 a n d  A^UaA^ = AgUaAg = BdS. T h e r e f o r e ,
a T O E  = aTfl  T = {0) a n d  t h e  t h e o r e m  i s  e s t a b l i s h e d .
R e m a r k ; I f  H ( l ) » Z g X Z g  , t h e n  t h e r e  e x i s t s
c. e H ( 1 ) \ { 1 )  s u c h  t h a t  C ^  [ c ,  l ) n H ( l ) ? t ] / c 2\  {c ,  l ) r t H ( l )
w h e r e  ^  a n d  C2 a r e  t h e  tw o  a r c s  o f  BdS f r o m  1 t o  
c .  I t  f o l l o w s  t h a t  cC^ = Cg , a n d  f r o m  t h e  p r o o f  o f  c a s e
2 ,  0 e i n t  S a n d  cTQ E = c T D T  = {0 } .
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S e c t i o n  I
T h r o u g h o u t  t h i s  s e c t i o n ,  H ( 1 ) » Z 2 XZ2 a n d  a , b ,  a n d  
c w i l l  d e n o t e  t h e  e l e m e n t s  o f  H ( l ) \ ( l )  s u c h  t h a t :
( i )  The  d e c o m p o s i t i o n  o f  BdS i n t o  a r c s  A^ a n d  A2 f r o m  
1 t o  a  , h a s  t h e  p r o p e r t i e s  t h a t  a,A^ = A^ , aA2 = A2 
a n d  { c , b ) G A 2\  {1, a ]  ,
( i i )  The d e c o m p o s i t i o n  o f  BdS i n t o  a r c s  B^ a n d  B2
f r o m  1 to. b  , h a s  t h e  p r o p e r t i e s  t h a t  bB^  ^= B-  ^ ,
bB2 = B2 a n d  fa,, c ) GB2\  f l ,  b} , a n d
( i i i )  T h e  d e c o m p o s i t i o n  o f  BdS i n t o  a r c s  a n d  C2
f r o m  1 t o  c , h a s  t h e  p r o p e r t i e s  t h a t  cC-^ = C2 ,
cC 2 = C1 3 a  € 311(1 13 € C2\  f l ,  c ) .
T h e o r e m  3 . 1 7 , I f  H ( 1 )s»Z2 xZ2 t h e n :
( 1 )  T h e r e  e x i s t s  e  e A-^  a n d  f  e B^  ^ s u c h  a e  = e ,
b f  = f  , . c e  e 3 a n d  c f  e C^HAgo
( 2 )  eTU ceT  = f s  e S : a s  = s )  , ( e T U c e T ) O B d S  = f e , c e )  , 
a n d  eT q ceT  = {0}„
( 3 )  f T U c f T  = [ s  e S : b s  = s )  , ( f T U c f T ) n B d S  = f f , c f )  , 
a n d  f TH c f T  = [ 0 } .
( 4 )  eTD f T  = {0}
( 5 )  eTH c f T  = fO) a n d  d u a l l y  fT f l  ceT  = {0]„
( 6 )  I f  Q d e n o t e s  t h e  2 - c e l l  b o u n d e d  b y  t h e  a r c  o f  BdS
f r o m  e t o  f  c o n t a i n i n g  1 a n d  eT U fT  , t h e n
S = Q U a.Q U bQ U cQ , Q q aQ = eT , Q 0 bQ = f  t  ,
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a,QH cQ = c f T  ,  bQD cQ = ceT , and QO c Q  = [0 ]  = a,QH bQ„
( 7 )  {s e S:  c s  = s ]  = [ 0 ) .
( 8 )  e e E and f  e E
(9)  e T U f T  = BdED sXe and
( 1 0 )  E c  Q.
D i a g r a m




c c e  b
N o t e  t h a t  A-^Bg , b i c a 2 '  A1CG1 '  B1CC2 '  C2CA2 *
a n d  .
P r o o f  o f  1 , 2 ,  a nd  3 ; P ro m  c a s e  1 ,  T h e o re m  3 » l 6 ,  
t h e r e  i s  a  u n i q u e  e l e m e n t  e o f  A1 s u c h  t h a t  a e  = e„ 
S i n c e  c = ab  a n d  ac  = b * c e  = a b e  = b e  ,
c e  e c A ^ c C 1 =. Cg , a n d  c e  = b e  e bA^c bBg = Bg.
T h e r e f o r e ,  c e  e C^\Bg and  a » c e  = b e  = c e .  H en ce  c e  i s
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i s  t h e  u n i q u e  e l e m e n t  o f  A^ s u c h  t h a t  a c e  = c e .  T he
p r o o f  o f  c a s e  1 o f  T h e o r e m  3 . 1 6  i m p l i e s  eTU ceT =
( s e S : a s  = s )  a n d  eTfl  c eT  = { 0 ) .  C l e a r l y  
( e T U c e T ) O B d S  = { e , c e } .
S i m i l a r l y  t h e r e  e x i s t s  a  u n i q u e  e l e m e n t  f  o f
s u c h  t h a t  b f  = f  , h c f  = c f  , c f  e c i n A 2 5 fT U  c fT  =
{s e S : b s  = s )  , ( f T D  c fT )n B d S  = [ f , c f ]  , a n d  fT f l  c f T  = { 0 } .
P r o o f  o f  4 : S u p p o s e  x  e eTQ f T .  T h e n  t h e r e  e x i s t s
t  e T s u c h  t h a t  x  = e t  = f t .  M u l t i p l y i n g  b y  a  a n d  b  
i m p l i e s  a f t  = a e t  = e t  = f t  a n d  b f t  = f t  j so
e f t  = a b f t  = a f t  = f t  = x  , a n d  h e n c e  x  e fT O  c f T .  By
p a r t  ( 3 ) ,  x  = 0 a n d  eTH f T  = { 0 ) .
P r o o f  o f  5 : F o r  x  e eTfl c f T  , t h e r e  e x i s t s  t  eT
s u c h  t h a t  x  = e t  = e f t .  H e n ce
x  = e t  = a e t  = a c f t  = b f t  = f t  *
a n d  x e eTfl fT  a n d  b y  p a r t  (4 )  x  = 0 .  S i m i l a r l y ,
fT  n ceT = {0} .
P r o o f  o f  6 : I t  i s  c l e a r  now t h a t  t h e  a r c s ,  eT ,
ceT  , fT  , a n d  c f T  s e p a r a t e  S i n t o  4 r e g i o n s ,  e a c h  
r e g i o n  c o n t a i n i n g  o n e  a n d  o n l y  o n e  e l e m e n t  oT H ( l ) .  A l s o ,  
m u l t i p l i c a t i o n  b y  e l e m e n t s  o f  H ( l )  maps t h e s e  r e g i o n s  o n t o  
t h e m s e l v e s  i n  t h e  n a t u r a l  w ay .  T h e r e f o r e  ( 6 )  i s  o b v i o u s .
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P r o o f  o f  7 » L e t  x  e ( s  e S : c s  = s )  , a n d  s i n c e  
c s  = a b s  = x  , b x  = a s .
I f  x  e Q , t h e n  a x  e aQO bQ , a n d  h e n c e  a x  = 0
a n d  x  = 0 .
I f  x  e aQ , t h e n  b x  e baQ = cQ a n d  a x  e a - a Q  = Q
so  a x  e Qfl cQ , a n d  h e n c e  a x  = 0 a n d  x  = 0 .
I f  x  e bQ , t h e n  a x  e abQ = cQ a n d  b x  e b - b Q  = Q
so  a x  e cQfl Q, a n d  h e n c e  a x  = 0 a n d  x  = 0 .
I f  x  e cQ , t h e n  a x  e acQ = bQ a n d  b x  e bcQ =aQ
so  a c  e bQH aQ , a n d  h e n c e  a x  = 0 a n d  x  = 0 .
P r o o f  o f  8 ,  9 ,  a n d  1 0 ; By t h e  p r o o f  o f  c a s e  o n e  o f
T h e o re m  3 . 1 6 ,  e i t h e r  e e E o r  c e  e E .  I f  b o t h  a r e
2 2 2 2 i d e m p o t e n t ,  t h e n  e e e a n d  c e  = ( c e )  = c e  = e ,  a
c o n t r a d i c t i o n ,  s i n c e  c e  /  e .  T h e r e f o r e ,  e i t h e r  e e E o r
c e  e E b u t  n o t  b o t h ,  a n d  s i m i l a r l y ,  e i t h e r  f  e E o r
c f  e E , b u t  n o t  b o t h .
I f  e  e E , t h e n  c e T  H E  = ( 0 )  |  f o r  i f  c e t  e E ,
t h e n
c e t  = ( c e t ) 2 = c 2 e 2 t 2 = e t  ,
a n d  c e t  e c eT O  eT = ( 0 ) .  S i m i l a r l y  i f  c e  e E , t h e n
eTO E = ( 0 ) .  N o t e  t h a t  t h e  same s t a t e m e n t s  h o l d  i f  e i s
r e p l a c e d  b y  f .
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S u p p o s e  ce  e E a n d  c f  e E ; t h e n  ( e T U f T ) 0 E = { 0 )  
a n d  t h e  a r c  eTU fT  s e p a r a t e s  1 f r o m  c f  a n d  c e  , o r ,
0 i s  a  c u t  p o i n t  o f  E , a  c o n t r a d i c t i o n .  I f  c e  e E a n d  
f  e E , t h e n  b y  t h e  p r o o f  o f  T h eo re m  3 « l 6 ,  fT U  c e T c  s\ e  
a n d ,  t h e r e f o r e ,  e i t h e r  E ^ b Q  o r  E ' - Q U a Q U c Q .  E ^ b Q  
s i n c e  1 /  bQ a n d  eT s e p a r a t e s  1 f r o m  c e  i n  
QU aQU cQ , so  E C Q U  aQU cQ , a  c o n t r a d i c t i o n .
By r e p l a c i n g  e w i t h  f  a n d  f  w i t h  e  , i t  
b e c o m e s  c l e a r  t h a t  b o t h  c f  a n d  e c a n  n o t  b e  i d e m p o t e n t .
Now, a f t e r  e x h a u s t i n g  a l l  o t h e r  p o s s i b l e  c a s e s ,  e 
a n d  f  m u s t  b e  i d e m p o t e n t .  C l e a r l y  eTU f T  = BdEfl s\E , 
a n d  e i t h e r  E C Q  o r  E c a Q U b Q U c Q .  S i n c e  cT s e p a r a t e s
e f r o m  f  i n  aQ U bQ U cQ a n d  cTO E = {0) ,
E c a Q U b Q U c Q .  T h e r e f o r e ,  E C Q a n d  t h e  p r o o f  o f  t h e  
t h e o r e m  i s  c o m p l e t e .
C o r o l l a r y  3 - 1 8 . e f  = 0 .
P r o o f ;
c e f  = a b e t  = a e b f  = e f  , 
s o  b y  p a r t  ( 7 ) ,  e f  = 0 .
C o r o l l a r y  3 . 1 9 . I f  T a n d  T^ a r e  m in  t h r e a d s
f r o m  1 t o  0 ,  t h e n  fT  = fT ^  a n d  eT = eT^ .
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P r o o f ; P rom  t h e  t h e o r e m  i t  i s  c l e a r  t h a t
f T  = f s  e S ; b s  = s ] 0 E  = f T - ^
C o r o l l a r y  3 - 2 0 . I f  x  = aQ a n d  T i s  a n y  m in
t h r e a d  f r o m  1 t o  0 ,  t h e n  xT c  a Q .
P r o o f ; S u p p o s e  x T ^ a Q  i t h e n  t h e r e  e x i s t s  t  e T-  ^
s u c h  t h a t  x t ^  e eTU c f T .  Assume t  = s u p ( t ^ e T : x t ^ e e T U  c f T )
a n d  l e t  h  e T s u c h  h  < t .  I f  x t  e eT , t h e n  e x t  = x t
o
a n d  e x h  = e x t h  = e t h  = x h .  F o r  x t  e eT , x  t  = x t  a n d
i t  f o l l o w s  t h a t  x h  e eT .  H e n c e  x T c aQ. I f  x t  e c f T  ,
t h e n  b x t  = x t  a n d  b x h  = b x t h  = x t h  = x h  s so
x h  e c f T U  f T .  Now x t  = c f t ^  f o r  some t ^  e T , so
x h  = x t h  = c f t - j h  = c f ( t - ^ h )  e c f T  a n d  t h e  c o r o l l a r y  i s
e s t a b l i s h e d .
N o t e  t h a t  aQ may b e  r e p l a c e d  b y  Q , bQ , o r  cQ 
a n d  t h e  c o r o l l a r y  s t i l l  h o l d s .
R e m a r k ; I t  i s  c l e a r  f r o m  c o r o l l a r y  3«20  t h a t  i f  
x t  e i n t ( a Q )  f o r  t  e T , t h e n  x T c aQ.
Lemma 3 . 2 . I f  B i s  t h e  a r c  o f  BdS f r o m  e t o
f  c o n t a i n i n g  1 a n d  T i s  a n y  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0,, t h e n
BT = Q.
P r o o f ; B T C Q b y  c o r o l l a r y  3» 2 0  a n d  c l e a r l y  t h e  
b o u n d a r y  o f  Q 9 e T U f T U B  , i s  c o n t a i n e d  i n  BT. Now
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T a c t s  on BT b y  m ( b t , t ^ )  = b t t ^  a n d  m ( b t . , l )  = b t  a n d
m ( b t , 0 )  = 0 f o r  a l l  b t  e BT , h e n c e  BT i s  a c y c l i c  a n d  i t
f o l l o w s  t h a t  BT = Q.
We c o n t i n u e  o u r  i n v e s t i g a t i o n  i n  t h i s  s e c t i o n  b y  
c o n s i d e r i n g  a  c l a s s  o f  s e m i g r o u p s  w h e r e  t h e  s e m i l a t t i c e  
s t r u c t u r e  o f  E h a s  t h e  f o l l o w i n g  a d d i t i o n a l  h y p o t h e s i s :  
F o r  e  e E d e f i n e  M(e)  = { f  e E : e  < f}  a n d  a s s u m e  M(e) 
i s  c o n n e c t e d  f o r  a l l  e  e E .
S e m i l a t t i c e s  on  a  2 - c e l l  w i t h  t h i s  p r o p e r t y  h a v e
b e e n  s t u d i e d  i n  [ 4 ]  w i t h  o n e  o f  t h e  r e s u l t s  b e i n g :
T h eo re m  3 ° 2 2 . [ 4 ]  S u p p o s e  E h a s  a  1 .
T h e s e  a r e  e q u i v a l e n t :
( i )  F o r  ea.ch e 5 M(e)  i s  a  c o n n e c t e d  s e t s
( i i )  T he  b o u n d a r y  o f  E i s  t h e  u n i o n  o f  tw o  m in  t h r e a d s  
f r o m  1 t o  Oj a n d
( i i i )  E i s  t h e  c o n t i n u o u s  h o m o m o rp h ic  im a g e  o f  I x l .
T h r o u g h o u t  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  s e c t i o n . ,  a s su m e  
M(e)  i s  c o n n e c t e d  f o r  e a c h  e e E„
By T h e o r e m s  3 * 2 2  a n d  3 *174. t h e  a r c  o f  BdE f r o m  
1 t o  e i s  a  m in  t h r e a d  J  * a n d  t h e  a r c  o f  BdE f r o m  1
t o  f  i s  a  m in  t h r e a d  K.
Lemma 3 . 2 3 .  JK = E
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P r o o f : I t  i s  c l e a r  t h a t  eK = eT and f J  = fT-^,
so BdE = JU KU eKu fJ'c  JK. I t  f o l l o w s  th a t  ( B d E ^ J K  
and by [4  ] , (BdE) 2  = E. Hence JK = E.
Theorem 3 . 2 4 . E i s  a con t in u ou s  homomorphic image 
o f  IXI such t h a t  ( 0 ,1 )  and (1*0)  are mapped onto  e
and f  r e s p e c t i v e l y .
Remark: The homomorphism o f  Theorem 3»22 [4  ] does
not  have the p r o p e r t i e s  r e q u ir ed  by t h i s  Theorem.
P r o o f : Denote IX [1] by V and { l ) x i  by W
and l e t  ct  ^ and be iseomorphisms from V and W onto  
J and K r e s p e c t i v e l y .
D e f in e  the  map a from IXI onto E by
a(a , ,b )  = a 1 (a ,  l ) a 2 ( l , b )
For ( a ,b )  and ( c , d )  in  IXI 5 a (  ( a ,b )  (c., d ) ) =
a(min f a , c ) ,  min {b ,d } )  = ct^min ( a , c ) ,  l ) a 2 ( l ,  m in { b ,d ) )
and a ( a , b ) a ( c , d )  = a (a ,  l ) a 2 ( l , b ) a 1 ( c , l ) a  ( l ,  d) =
min (a1 ( a , l ) ,  ^ ( c ,  1 ) )  »min (ct2 ( i ^ b ) ,  a 2 ( l , d ) ) .  But s in c e
a 1 and a 2 are  iseomorphisms, a ^ m i n  {a, c ) , l )  =
min (a1 (a ,  1 ) , 0^ ( 0 , 1 )} and a g ( l ,  m in (b ,d } )  =
minfa2 ( l , b ) ,  a 2 ( l ,  d) )  , so i t  f o l l o w s  t h a t  cx i s  a 
homomorphism.
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C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  c o m m u t in g  d i a g r a m :
> JXK
cu xa
The maps m^ a n d  m2  a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m u l t i p l i c a t i o n
f u n c t i o n s .  Now maps t h e  c o m p a c t  s e t  VXW o n t o
i x i  , a n d  oim1 = m ^ a ^ x a ^ )  i s  c o n t i n u o u s ,  h e n c e  a  i s
c o n t i n u o u s .  By lemma 3 . 2 3 ,  mg i s  o n t o ,  h e n c e  a  i s  o n t o  
a n d  t h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e .
R e m a r k : By [ 4 ] a  i s  m o n o to n e  a n d  b y  [ 20] a
s i m p l e  c l o s e d  c u r v e  ( o r  a r c )  i s  m ap ped  b y  a  o n t o  a  s i m p l e  
c l o s e d  c u r v e  ( o r  a r c ) ,  p o s s i b l y  d e g e n e r a t e .  I t  f o l l o w s  
f r o m  [ 7 ] t h a t  t h e  m o n o to n e  c o n t i n u o u s  hom om orph ism  a  
maps a  m in  t h r e a d  o n t o  a  m in  t h r e a d  o r  a  s i n g l e  p o i n t .
Lemma 3 . 2 5 . L e t  A = { ( a , b )  e i x i : a  = b )  a n d  l e t  
T = a ( A )  |  t h e n  T i s  a  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0 s u c h  t h a t  
T \  { 0 , 1 ) 0 BdE = □ .
P r o o f :  C l e a r l y  T i s  a  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0
[ 7 ]  . C o n s i d e r  t h e  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e s  C1 = ( 0 , 1 ) W U V U A
a n d  Cg = ( 1 , 0 ) V U  WU A. S i n c e  1 a n d  0 a r e  e l e m e n t s  o f  b o t h
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a ( C 1 ) a n d  a ( C 2 ) , a n d  C2 a r e  m ap ped  o n t o  s i m p l e
c l o s e d  c u r v e s .
Now a(VU (0,1)W) = JU eK a n d  a(WU(l,0)V) = KUfJ , 
s o  a ( c 1 ) = cKU JUB]_ a n d  <*(0^  = fJ.UKUB2 w h e re  B±
a n d  B2 a r e  a r c s  f r o m  1 t o  0 s u c h  t h a t  
B1\ { 0 , l } D ( e K U . . J )  = □• a n d  Bg\  ( 0 . 1 ) 0  ( f J  U’K) = □ .  The m in  
t h r e a d  T i s  a n  a r c  f r o m  1 t o  0 c o n t a i n e d  i n  eKU J U  B^
a n d  a l s o  c o n t a i n e d  i n  f J U K U B 2 . The  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e s
a(C -L) a n d  tc.(C2 ) c o n t a i n  o n l y  two a r c s  e a c h  f r o m  1 t o  0 ,  
n a m e l y  eK.u J  a n d  B^ f o r  a ( c ^ )  a n d  fJ .U K a nd  B2
f o r  a ( c 2 ) .  S i n c e  ...a(C1) = a(VU (0,1)WU A) = eKU JU T a n d
a ( C 2 ) = fK.U KU T , i t  f o l l o w s  t h a t  T = B^ = B2 a n d
T \ [ 0 , 1 } D BdE = □ .
R e m a r k : By c o r o l l a r y  3 .1 9 *  eK = eT a n d  f J  = f T .
L e t  x  e J . U K \ [ e ,  f )  a n d  ( a ,  b )  e VUW s u c h  t h a t  
a ( a , b )  = x .  N o t e  ( a , b )  /  ( 1 , 0 ) V U  ( 0 , 1)W. C o n s i d e r  t h e  
m in  t h r e a d  ( a , b ) A  f r o m  ( a , b )  t o  ( 0 , 0 ) .  By t h e  
m u l t i p l i c a t i o n  o f  IXI , ( a , b ) A  m e e t s  t h e  b o u n d a r y  o f  
I x i  o n l y  a t  ( a , b )  a n d  ( 0 , 0 ) .
Lemma 3 . 2 6 .. . a ( ( a , b ) A )  = xT i s  a  m in  t h r e a d  f r o m  
x  t o  0 s u c h  t h a t  xTO BdE = ( x , 0 ) .
P r o o f : C l e a r l y  xT i s  a  m in  t h r e a d  f r o m  x  t o  0 ,
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a n d  b y  u s i n g  t h e  same a r g u m e n t s  o f  t h e  p r e c e e d i n g  lemma,
i t  f o l l o w s  t h a t  x T \ { x , 0 ) f l B d E  = □ .
Lemma 3 . 2 7 . I f  x  e E \ e T U  fT  , t h e n  
x T \{ x ,0 } D B d E  = . □ .
P r o o f : L e t  ( a , b )  e i x i  s u c h  t h a t  a  /  0 ,  b  ^  0
a n d  t t ' ( a , b )  = x .  I f  a  < b , c o n s i d e r  ( a ,  1 )A • a n d  i f
b < a  ,  c o n s i d e r  ( l , b ) A .  "W ithou t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  
a s s u m e  a < b .  Now ( a , b ) A  c  ( a ,  1 )A a n d  h e n c e  x T ^ a ( a ,  1 ) T . 
B u t  b y  Lemma 3 * 2 6 ,  j x ( a ,  1 ) T \  { a ( a ,  1 ) ,  0 ) n E  = so  c l e a r l y  
x T \ f c O } n B d E  = □ .
We now t u r n  o u r  a t t e n t i o n  t o  t h e  s t r u c t u r e  o f  Q , 
r e m e m b e r i n g  t h a t  B d e n o t e s  t h e  a r c  o f  BdQ f r o m  e t o  f .
Lemma 3 « 2 8 . I f  x  e B a n d  x 2 e .eT U f T  , t h e n
2
x  = x  a n d  x  e E .
2
P r o o f : F o r  some t  e T , e i t h e r  x  = e t  o r
2
x  = f t .  H e n c e  x  = x e t  o r  x  = x f t  a n d  a x  = a x e t  = 
x e t  = x  o r  b x  = b x f t  = x f t  = x .  Now e i s  t h e  o n l y  
e l e m e n t  o f  B l e f t  f i x e d  b y  m u l t i p l i c a t i o n  b y  a  , a n d  f  
i s  t h e  o n l y  e l e m e n t  o f  B l e f t  f i x e d  b y  m u l t i p l i c a t i o n  b y
b .  T h e r e f o r e ,  x  = e o r  x  = f  , a n d  i n  e i t h e r  c a s e
2 Px  < x  a n d  x  = x  .
Theorem 3 . 2 9 .  E = Q.
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P r o o f : I t  w i l l  s u f f i c e  t o  show B C E s i n c e
BT = Q b y  lemma 3 . 2 1 .
F o r  x  e B c o n s i d e r  xT w h e r e  T = The a r c
c T U x T  c u t s  S a n d  s e p a r a t e s  e f r o m  f  w h e r e  
cTO E = ( 0 )  b y  t h e  p r o o f  o f  T h eo re m  3 . 1 6 .  T h e r e f o r e ,  f o r  
h  = s u p { t  e T : x t  e E) , x h  ^  0 .  C l e a r l y  x h  e BdE , so  
x h  = ( x h ) 2 = x 2h  a n d  x 2h  e x 2T(1 BdE.
I f  x 2 e eTU f T  , t h e n  x  e E b y  lemma 3 . 2 8 .  I f
x 2  ^  e T u  fT  , t h e n  x 2T\ {x2 ,0 )H B dE  = □  b y  lemma 3 , 2 7 .
2 2 2 T h e r e f o r e ,  x  h  = x  s i n c e  x  h  = x h  /  0 a n d  m u l t i p l y i n g
2 2b y  x  y i e l d s  x = x h = x h = x  a n d  x  e E .  T h e r e f o r e
BPE a n d  E = Q.
T h e o r e m  3 . 3 0 . S i s  t h e  c o n t i n u o u s  m o n o to n e  
h o m o m o rp h ic  im a g e  o f  S1 = s e m i g r o u p  d e f i n e d  i n
E x a m p le  1 .
P r o o f : E x p r e s s  S.^ a s  I x l U ( - 1 , 1 )  ( i x i ) u ( 1 ,  - 1 )
[ I X I U ( - 1 , 1 ) ( I X I ) ] a nd  r e m e m b e r  t h a t  S2 , t h e  s e m i g r o u p  
o f  E x a m p le  2 i s  ixiu(-l,1 ) ( I X I ) . T h a t  i s ,  S1 =S2U ( 1 , - l ) S 2 .
We now e x t e n d  a  , t h e  map d e f i n e d  i n  T h e o re m  3 . 2 4 ,  t o  S2
i n  t h e  o b v i o u s  w ay .  C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  c o m m u t a t i v e  
d i a g r a m
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ixi ■> E e. ■> E U aE
f Pa Pa
(-l,l)(ixi) ) a E  t *  E U aE
T he  m aps  f  a n d  Po a r e  t h e  h o m eo m orp h ism  o f  m u l t i p l i c a t i o ncl
b y  ( - 1 , 1 ) a n d  a ,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  i  i s  t h e  i n j e c t i o n  m ap .  
0 ^ i s  d e f i n e d  b y  .0 .^ (8 , t )  = 0 1 ( ( - 1 , 1 ) ( - s ,  t ) ) = a a ( - s , t ) .  
C l e a r l y  3-^ i s  c o n t i n u o u s  a n d  o n t o ,  a n d
ei' fojxi = a' ro]xi where (o)xi = ixm(-i,i)(ixi).
I t  f o l l o w s  t h a t  3 i s  c o n t i n u o u s ,  a n d  i f  ( s , t )  a n d  ( x ,  y )  
a r e  e l e m e n t s  o f  I X I  , t h e n  0 ( ( s , t ) ( x , y )  = 0 ( s , t ) 3 ( x ,  y ) .
I f  ( s , t )  a n d  ( x , y )  a r e  e l e m e n t s  o f  ( - 1 , 1 ) ( I x i )  , t h e n  
( s , t ) = ( - l , l ) ( - s , t )  a n d  ( x , y )  = ( - l , l ) ( - x , y )  , a n d  
( - s , t )  a n d  ( - x , y )  a r e  e l e m e n t s  o f  I X I .
D e f i n e  t h e  map 3 f r o m  o n t o  E U aE b y
t )  i f  ( s , t )  e IX I
3 ( s , t )  =
; , t )  i f  ( s ,  t ) e ( - 1 , 1 ) ( I X I ) .
( s ,  t ) ( x , y )  = ( - s ,  t ) ( - x , y )
0 ( ( s ,  t ) ( x , y ) ) = 3 ( ( - s , t ) ( - x , y ) )  = 0 ( - s , t ) 3 ( - s ,  y )  
= a 3 ( - s , t ) a 0 ( - s , y )  = 0 ( s , t ) 3 ( x , y ) ) .
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I f  ( s , t )  e I X I  a n d  ( x , y )  e ( - l , l ) ( i x i )  , t h e n  
( x ,  y )  = ( - 1 , 1 ) ( - x , y )  w h e r e  ( - x , y )  e i x i  a n d  
3 ( ( s , t ) ( x , y ) )  = 0 ( ( - l , l ) ( s , t ) ( x , y ) )  = aa(  ( s ,  t )  ( - x ,  y ) )  = 
a a ( s , t ) a ( - s , y )  = 3 ( s ,  t )  *.aa(—x , y )  = 3 ( s ,  t ) 3 ( x , y ) . T h e r e f o r e ,  
3 i s  a  h o m o m orp h ism  a n d  i t  f o l l o w s  f r o m  t h e  d i a g r a m  t h a t  
i s  m o n o t o n e .  H e n c e  3 i s  c l e a r l y  m o n o t o n e .
Next,  c o n s id e r  th e  f o l l o w in g  commutative diagram.
p i
> E U aE c-
> bE U cE c. i  'S
T he  m aps f ^  a n d  a r e  t h e  h o m eo m o rp h is m s  o f
m u l t i p l i c a t i o n  b y  ( 1 , - 1 ) a n d  b , r e s p e c t i v e l y ,  a n d  
a g a i n  i  i s  t h e  i n j e c t i o n  map.  D e f i n e  y b y  
y ( s , t )  = v ( ( l , - l ) ( s , - t ) )  = b 3 ( s , - t ) .
By t h e  same a r g u m e n t s  a s  b e f o r e ,  Y i s  a n  o n t o  
c o n t i n u o u s  m o n o to n e  h o m o m o rp h ism .
D e f i n e  t h e  map 5 f r o m  o n t o  S b y
# ( s , t )  =
3 ( s , t )  i f  ( s , t )  e S2 
y ( s , t )  i f  ( s ,  t ) e ( 1 , - 1 ) S 2
a n d  i f  f o l l o w s  t h a t  $ i s  t h e  d e s i r e d  c o n t i n u o u s  m o n o to n e
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h om o m o rp h ism .
We c o n c l u d e  t h i s  s e c t i o n  w i t h  s e v e r a l  q u e s t i o n s .
Q u e s t i o n  1 . W i t h o u t  a n y  a d d i t i o n a l  h y p o t h e s i s  on  
E , i s  Q a n  i n v e r s e  s u b s e m i g r o u p  o f  S?
Q u e s t i o n  2 . W hat  i s  a  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  
c o n d i t i o n  f o r  E = Q?
S e c t i o n  I I
T h r o u g h o u t  t h i s  s e c t i o n ,  H(1)mZ2 , a n d  a  w i l l
d e n o t e  t h e  e l e m e n t  o f  H ( l ) \ f l )  w h e r e  t h e  a r c s  A-^  a n d
A2 f r o m  1 t o  a  a r e  t h e  d e c o m p o s i t i o n  o f  BdS. By
T h e o r e m  3 * 1 6 ,  t h i s  s e c t i o n  i s  c l e a r l y  d i v i d e d  i n t o  t h e
f o l l o w i n g  two c a s e s :
( 1 ) w hen  aA-j  ^ = A2 a n d  aA2  = A a n d
( 2 ) when aA.^ = A-  ^ a n d  aA2  = A2 -
C a s e  1 . E x a m p le  5 i l l u s t r a t e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  
s e m i g r o u p  o f  t h i s  t y p e  a n d  i n d i c a t e s  a  p r o c e d u r e  o f  how 
o t h e r  e x a m p l e s  c a n  b e  d e r i v e d .  A c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h i s  
t y p e  i s  unknown a t  t h i s  t i m e  s o  we c o n c l u d e  c a s e  1 w i t h  t h e  
f o l l o w i n g  q u e s t i o n s :
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Q u e s t i o n  3 . Does  t h e r e  e x i s t  a  s e m i g r o u p  o f  t h i s  
t y p e  s u c h  t h a t  EH BdS = {1 )?
Q u e s t i o n  4 . W hat  i s  a  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  
c o n d i t i o n  f o r  a  s e m i g r o u p  o f  t h i s  t y p e  t o  b e  t h e  c o n t i n u o u s  
m o n o to n e  h o m o m o rp h ic  im age  o f  Sr ?
C a s e  2 . By t h e  p r o o f  o f  T h eo re m  3 * 1 6 ,  we c a n  a s s u m e  
w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  t h e . u n i q u e  e l e m e n t  e o f  
s u c h  t h a t  a e  = e , i s  i d e m p o t e n t .  L e t  y  d e n o t e  t h e
u n i q u e  e l e m e n t  o f  A  ^ s u c h  t h a t  a y  = y .
There are  th ree  n a tu r a l  c l a s s e s  o f  semigroups to  
c o n s id e r  in  t h i s  ca se ;
( i )  when  y  = 0
( i i )  when y  e e \ f 0 ) a n d
( i i i )  when  y  /  E .
R e m a r k ; E x a m p le s  2*3* a n d  4 i l l u s t r a t e  t h e  
e x i s t e n c e  o f  s e m i g r o u p s  o f  e a c h  o f  t h e  t h r e e  c l a s s e s .
T h e o re m  3 - 3 1 . I f  y  = 0 , t h e n
1)  eTO BdS = { x , 0 )
2 )  eT -  BdEO S \ ¥
3 )  I f  Q i s  t h e  2 - c e l l  b o u n d e d  b y  eT a n d  t h e  a r c  B 
o f  BdS f r o m  e. t o  0  c o n t a i n i n g  1 ,  t h e n  S = QUaQ 
w h e r e  Qfl aQ = eT .
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4 )  E C  Q .
P r o o f : S i n c e  eT = {'s e S : a s  = s )  , t h e  t h e o r e m
f o l l o w s  f r o m  T h e o r e m s  3 * 1 6 ,  3*17 a n d  lemma 1 . 5 .
Assume M (f )  i s  c o n n e c t e d  f o r  e a c h  f  e E , a n d  
l e t  J  b e  t h e  m in  t h r e a d  o f  BdE f r o m  1 t o  e ,  a n d  l e t  K
b e  t h e  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0 w h i c h  d o e s  n o t  c o n t a i n  e .
The  f o l l o w i n g  lemmas a n d  T heorem  a r e  s t a t e d  w i t h o u t  p r o o f  
s i n c e  t h e i r  p r o o f s  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
p r o o f s  o f  Lemmas 3*23* 3 .2 5 *  3 * 2 6 ,  3 . 2 7 *  3 . 2 8  a n d  T h eo rem  
3 . 2 4  i n  S e c t i o n  I . i
Lemma 3 . 3 2 . JK = E.
T h e o re m  3 . 3 3 . E i s  a  c o n t i n u o u s  m o n o to n e
h o m o m o rp h ic  im a g e  o f  i x i  s u c h  t h a t  ( 0 , 1 ) i s  mapped  
o n t o  e .
Lemma 3 . 3 4 . L e t  A = f ( s , t )  e i x i : s  = t )  a n d  l e t
T = a ( A )  i t h e n  T i s  a  m in  t h r e a d  f r o m  1 t o  0 s u c h  t h a t  
T \  f O , l ) n E  = □ .
Lemma 3 . 3 5 . I f  x  e J U K \ { 0 , e )  a n d  ( s , t )  e I X I
s u c h  t h a t  a ( s , t )  = x  , t h e n  a ( ( s , t ) A )  = xT i s  a  m in
t h r e a d  f r o m  x  t o  0 s u c h  t h a t  xTO BdE = f x , 0 ) .
Lemma 3 . 3 6 . I f  x  e E \e T  , t h e n  x T \ f O ,x ) f |B d E  = □ .
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Lemma 3 . 3 7 . I f  B d e n o t e s  t h e  a r c  o f  Q f r o m  e
p ?
t o  0 c o n t a i n i n g  1 ,  x  e B , a n d  x  e eT , t h e n  x  = x
a n d  x  e E .
The  p a r a l l e l  "between  t h i s  d e v e l o p m e n t  a n d  t h a t  o f  
S e c t i o n  I  e n d s ,  s i n c e  Q d o e s  n o t  n e c e s s a r i l y  e q u a l  E .
E xam p le  8 . C o n s i d e r  S^  , t h e  s e m i g r o u p  o f  
E x a m p le  4 ,  a n d  l e t  R = {( 0 , b  ) e S ^ : - l / 2  < b  < 1 / 2 } ,  a  
c l o s e d  i d e a l  o f  S ^ .  L e t  Sg b e  t h e  R e e s  q u o t i e n t  m o d u lo  
R [ 8 ] .  T h i s  s e m i g r o u p  h a s  t h e  p r o p e r t i e s  o f  c a s e  one  
c l a s s  ( i ) ,  M (f)  i s  c o n n e c t e d  f o r  e a c h  f  e E , a n d  E i s  
a  p r o p e r  s u b s e t  o f  Q.
T heo rem  3 - 3 8 . I f  E = Q , t h e n  S i s  t h e  c o n t i n u o u s
m o n o to n e  h om o m o rp h ic  im a g e  o f  S1 = I j / I ,  t h e  s e m i g r o u p  
d e f i n e d  i n  E x am p le  2 .
P r o o f : E x t e n d  t h e  h om o m o rp h ism  o f  T h e o r e m  3 . 3 3  i n
t h e  o b v i o u s  way,  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  T h eo re m  3 - 3 0 .
F o r  c l a s s e s  ( i i )  a n d  ( i i i )  t h e r e  a r e  t h e  o b v i o u s  
t h e o r e m s  s i m i l a r  to  T h e o r e m  3 .3 1 *  w h i c h  w i l l  b e  s t a t e d  w i t h ­
o u t  p r o o f .
T heo rem  3 . 3 9 . I f  y  e E \  {0} , t h e n
1 )  (eT,U yT)DBdS = ( e , y } ,
2 )  eT U yT = BdEO S \ E  ,
3)  I f  Q i s  t h e  2 - c e l l  b o u n d e d  by. .  eTU yT a n d  t h e
a r c  B o f  BdS f r o m  e t o  y  c o n t a i n i n g  1 ,  t h e n  
S = QUaQ ,
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w h e r e  Q 0 aQ = eT U yT
4 )  E c Q.
T h e o r e m  3 . 4 0 . I f  y  /  E , t h e n
1 )  (eT U  yT)nBdS = f e , y )
2)  eTCBdEO S \ ¥
3 )  eTU yT = [ s  e S : a s  = s )
4)  I f  Q i s  t h e  2 - c e l l  b o u n d e d  b y  eTU yT a n d  t h e  a r c
B o f  BdS f r o m  e t o  y  c o n t a i n i n g  1 ,  t h e n  S = QUaQ 
w h e r e  QD aQ = eTUyT.
5)  E c q .
We c o n c l u d e  t h i s  s e c t i o n  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e .
E x a m p le  9 » C o n s i d e r  t h e  s u b s e m i g r o u p  o f  S^
d e f in e d  by S = f ( s , t )  e S n: t  > - 1 / 2 )  and l e t  th e  c l o s e d
- . i d e a l  R o f  S^ b e  { ( s , t )  e S ^ s  = 0 a n d  - 1 / 2  < t  < 1/ 2 ) .
L e t  b e  t h e  R e e s  q u o t i e n t  m o d u lo  R [ 8 ] . P r o p e r t i e s
o f  t h i s  s e m i g r o u p  a r e j  1)  I t  i s  o f  c a s e  o n e  c l a s s  i )  t y p e ,
2 )  M ( f )  i s  n o t  c o n n e c t e d  f o r  a l l  f  e E a n d  3 ) E = Q.
I f  e a n d  f  c o r r e s p o n d  t o  t h e  p o i n t s  ( 0 , 1 )  a n d  ( 1 , - 1 / 2 )  
t h e n  e f  = 0 .
C o n c l u s i o n . By c o m b i n i n g  T h e o r e m  3 *3 0  a n d  lemma 1 
o f  [ 4 ] , we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t .
T h e o r e m  3 » 4 l .  I f  S i s  a n  i n v e r s e  s e m i g r o u p  on  a
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2 - c e l l  w i t h  a n  i d e n t i t y  1 w h o se  s e t  o f  i d e m p o t e n t s  E h a s  
n o  c u t  p o i n t  p o i n t  a n d  H ( 1 ) « Z 2 XZ2 , t h e n  S i s  t h e
c o n t i n u o u s  m o n o t o n e  h o m o m o rp h ic  im a g e  o f  S-  ^ i f  a n d  o n l y
i f  M(e) i s  c o n n e c t e d  f o r  e a c h  e e E .
E x a m p le  1 1 . C o n s i d e r  S^ e m b e d d ed  i n  t h e  p l a n e  on 
t h e  r e c t a n g l e  [ - 1 , 1 ] X [ 0 , 1 ]  w h e r e  ( 1 , 1 ) ,  ( 0 , 0 ) ,  ( - 1 , 1 ) ,  
( 0 , 1 ) a n d  ( 1 , 0 ) c o r r e s p o n d  t o  1 , 0  , a  , e a n d  f  a n d  
a  e H ( l ) \ ( 1 ) .  L e t  S1Q = S ^ U ( ( s , t )  e R2 : ( s ^ - t )  e S^3 o r
S U ( l , - 1 ) S ^  , w h e r e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  S^ q i s  d e f i n e d  b y
( ( s , t ) ( x , y )  i f  ( s , t ) ,  ( x , y ) e S 9 
( s , t ) 0 ( x , y ) =  1 ( S l —t ) ( x , - y )  i f  ( s , t ) , ( x , y ) ^ S 9
( ( l , - l ) [ ( s , t ) ( x , - y ) ]  i f  ( s , t ) e S 9 a n d  ( s , y ) / S 9 .
P r o p e r t i e s  o f  S1Q a r e j  ( 1 ) H(l)«aZ2 xZ2
( 2 )  E = f ( s , t ) : s  > 0 a n d  t  > 0 ) ,  ( 3 )  0 e i n t  S1Q, ( 4 )
E = Q w h e r e  Q i s  d e f i n e d ^ i n  T h e o r e m  3 * 1 7  a n d  ( 5 ) M (e)
i s  n o t  c o n n e c t e d  f o r  a l l  e e E .
I t  i s  c l e a r  f r o m  E x a m p le s  9 a n d  10 t h a t  i f  E i s  a
s e m i l a t t i c e  on  a  2 - c e l l  w i t h  a n  i d e n t i t y  1 a n d  w i t h  m in  
t h r e a d s  f r o m  e t o  0 a n d  f  t o  0  s u c h  t h a t  e f  = 0 , t h e n  
e x a m p l e s  o f  t h e  t y p e  o f  S e c t i o n  I  a n d  S e c t i o n  I I  c l a s s  ( i )  
c a n  b e  c o n s t r u c t e d .
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Q u e s t i o n  5 . F o r  T h eo re m  3 . 1 7 ,  3*31* 3 . 3 9  a n d  3 . ^ 0 ,  
i s  Q n e c e s s a r i l y  a  s u b s e m i g r o u p ?
Q u e s t i o n  6 . I f  M(e) i s  c o n n e c t e d  f o r  e a c h  e e E , 
m u s t  S b e  a  c o n t i n u o u s  m o n o to n e  h o m o m o rp h ic  im ag e  o f  a  
s u b  s e m i g r o u p  o f  S-^?
CHAPTER IV
I n t r o d u c t i o n . In the  f i e l d  o f  a lg e b r a i c  in v e r s e  
semigroups, id e m p o te n t - s e p a r a t in g  congruences and t h e i r  
r e l a t i o n  to  th e  s e m i l a t t i c e  o f  idempotents  have been  
s t u d ie d  in  [ 5 ] ,  [ 6 ] , [ 9 ] ,  and [ 17] . The e x i s t e n c e  and 
c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  a maximal id e m p o te n t - s e p a r a t in g
i
i
c o n g r u e n c e  U i s  p r e s e n t e d  i n  [ 9  ] . I n  [ 17] , a  c o n d i t i o n  
on  t h e  s e m i l a t t i c e  o f  i d e m p o t e n t s  i s  g i v e n  w h i c h  i s  
s u f f i c i e n t  t o  i m p l y  t h a t  t h e  k  e q u i v a l e n c e  i s  a  c o n g r u e n c e  
a n d  h e n c e  V = u
The  p u r p o s e  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  t o  show t h e  e x i s t e n c e  
o f  a  l a t t i c e  o f  i d e m p o t e n t s  f o r  e a c h  e l e m e n t  o f  t h e  s e m i ­
g r o u p .  T h e s e  l a t t i c e s  a r e  g e n e r a t e d  b y  t h e  ro w  a n d  c o lu m n  
i d e m p o t e n t s  o f  t h e  p o w e r s  o f  t h e  e l e m e n t s .  T he  o r i g i n a l  
g o a l  was  t o  c h a r a c t e r i z e  u i n  t e r m s  o f  t h e s e  l a t t i c e s .
T h a t  i s ,  i f  aWb a n d  a  a n d  b g e n e r a t e  t h e  same l a t t i c e ,  
t h e n  i s  ( a ,b ) . . . e . . | i ?  The a n s w e r  t o  t h i s  q u e s t i o n  i s  no  a n d  
a n  e x a m p le  i s  g i v e n .  H ow ever ,  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  two 
^ - e q u i v a l e n t  e l e m e n t s  h a v e  t h e  same l a t t i c e  i s  shown t o  b e  
s t r o n g e r  t h a n  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  t h e  row  i d e m p o t e n t s  o f  
t h e i r  p o w e r s  a r e  e q u a l .
P r e l i m i n a r i e s  a n d  R e s u l t s .  T h r o u g h o u t  t h i s  c h a p t e r ,
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S w i l l  d e n o t e  a n  a l g e b r a i c  i n v e r s e  s e m i g r o u p  a n d  E w i l l  
d e n o t e  i t ' s  s e m i l a t t i c e  o f  i d e m p o t e n t s .
D e f i n i t i o n  4 . 1 . T he  row  ( c o l u m n ) i d e m p o t e n t  o f  an  
e l e m e n t  a  i s  t h e  u n i q u e  i d e m p o t e n t  e s u c h  t h a t  
a/?e ( a £ e ) .
F o r  a  £ S , t h e  ro w  i d e m p o t e n t  i s  a a - ^ a n d  t h e
c o lu m n  i d e m p o t e n t  i s  a - 1 a  [ 5 ] .
D e f i n i t i o n  4 . 2 . A c o n g r u e n c e  p on  S i s  c a l l e d  
i d e m p o t e n t - s e p a r a t i n g  i f  e a c h  P e q u i v a l e n c e  c l a s s  c o n t a i n s  
a t  m o s t  o n e  i d e m p o t e n t .  T he  m a x i m a l  i d e m p o t e n t - s e p a r a t i n g  
c o n g r u e n c e  u i s  c o n t a i n e d  i n  V a n d  c h a r a c t e r i z e d  b y  [ 17] ;
— 1 “ 1( a , b )  e i i  i f  a n d  o n l y  i f  a e a  = b e b  f o r  a l l  e £ E.
T h e o re m  4 . 3 .  The ^ - e q u i v a l e n c e  i s  a  c o n g r u e n c e  i f
an d  o n l y  i f  f o r  a n y  tw o  i d e m p o t e n t s  e a n d  f  , x e  = ex
f o r  x  e H( f ) .
P r o o f : I f  U i s  a  c o n g r u e n c e ,  t h e n  V = 11 a n d  f o r
- 1  2  —1 2 - 2  —1x e H.(f) , xUx and x ^ i x  . Hence x  ex = x  ex ,
2 - 2  - 1 2an d  b y  m u l t i p l y i n g  b y  x  , x  ex  x  = x  e x  . B u t
x - 1 x  -  x x - 1  = f  , x  = f x  = x f  a n d  x _1 = x _1f  = f x -1
s i n c e  x  e H ( f )  so ,
- 1  2  2 - 2  2 - 1  - 1  2 - 1  2  - 1x  e x  = x  ex  x = x  e x  *x x  = x  e x  f  = x  e x
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a l s o ,  s ix " '* '  i m p l i e s  xex"*'1' = x""^ex so ,
-1 -1 -1 2 x e  = x f • e = x e f  = x e x  . x  = x  e x * x  = x  e x
= x 2 e x - 1  = x - x e x " 1 = x x - 1 e x  = f e x  = e f x  = e x  .
C o n v e r s e l y ,  f o r  a ^ b  , a a ” 1 = b b -1  , a - 1 a  = b ^ b  , a b - 1
— 1 —1 — T —1an d  b a ~  a r e  e l e m e n t s  o f  H(aa,  ) , a n d  a ” b a n d  b a
“1 —1 —1 “1 a r e  e l e m e n t s  o f  H ( a  a ) .  T h e r e f o r e ,  ab  , b a  , a  b ,
a nd  b ~ ^ a  commu'te w i t h  a l l  i d e m p o t e n t s .  F o r  a n y  e e E
-1 -1 -1 -1 -1 . - 1.  -1 -1 aea, = a e * e * a  a a  = a e - a  a * e a  = a e b  b . e a  a a
= a e b " ‘1'beb""1ba""'1' = aeb""1 «beb~ 'L. b a " ^  = a,eb~1 . b a " ' 1' • b e b " ^
=■ a e . b - 1b*a""'1' b * e b “ ''' = a e -a" "1 .bb""1b . e b ~1 = a e . a " ' 1' b * e b ""1
= a* e • a,”^b • eb- '*' = aa'^b • e« eb”  ^ = bb""H>eb""^  = beb- ^
T h e r e f o r e ,  ( a , b )  e u a n d  u = V.
R e m a r k : A f t e r  t h i s  t h e o r e m  h a d  b e e n  e s t a b l i s h e d ,
i t  w as  f o u n d  i n  a  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  fo rm  a s  a n  e x e r c i s e  i n  
[ 6 ] .
Lemma 4 . 4 .  F o r  a  e S , t h e  row i d e m p o t e n t  o f
a n i s  a n a ” n  a n d  t h e  c o lu m n  i d e m p o t e n t  i s  a - n a n .
■•I k  - k  k  kP r o o f : a a  a  = a  a n d  i f  a  a  a  = a  , t h e n
a""^a^ e E a n d
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k+1  - ( k + 1 ) _ k + l  k  - 1  - k  k  k  - k  k  - 1  k+1a  • a  v ' • a  = a  • a a  • a  a  . a  = a  a  a  a a  a  = a
T h e r e f o r e ,  a,n  = ana ’"nan f o r  a l l  n  , a n d  s i m i l a r l y  
a  n  = a  n a n a  n . H en ce  a,n£Pana n£Pana, nanS = anS an d  
an* a na“n a n d  Sarb Sa - na.rb s a na -nan = San a n d  a n£ a " n a n .
Lemma 4 . 5 . F o r  a  e S , l e t  en  = a n a - n  a n d  
f n = a - n a n  ; t h e n  en e n + r  = en + r  = en + r  f o r  r  > 1 and
d u a l l y  f n - f n + r  = f n + r  f o r  r  > 1 .
P r o o f :
a n a - n . a n + r . a - ( n + r ) = an a - n . a n . a r . a - ( n + r )
= a n a - n a n - a r a - ( n + r ) = a n a r . a - ( n + r ) = a n + r . a - ( n + r )
H ence  en + r  ^  en  a n d  e n + r e n  = en + r ‘ S i m i l a r l y
f  f  = f  n  n + r  n + r ‘
Lemma 4 . 6 .  I f  e f  < e f , , t h e n  ------------------ n  m — s t
e f  = e r  ^ • f  f •). n  m m a x { n , x j  m ax { m ,s ]
P r o o f :
enf m en^m* e s^ t  ene s L i^ t  emax(n, s )  ’ Liaxfm, t ) '
LemmaJVT.. I f  enf m = en+1 f m, then
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e f  n + r  m f o r  a l l  r  > 1 .
P r o o f : M u l t i p l y  en f m = en + 1 f m t h e  l e f t  b y  a
a n d  on  t h e  r i g h t  b y  a ^ a 111-1.
a* e f  a  ma J n  m
-m m- 1 -m m- 1
a* a
Hence en+1f m_1 = en+2f m_1 and m u l t ip ly in g  by f m im p l ie s  
en+l^m = en+2f'm and lemma f o l l o w s  by i n d u c t i o n .
Remark: C le a r ly  i f  ®nf m = enf m+i  > then
enf m = enf m+r f o r  r > 1 , by a dual argument.
Theorem 4 . 8 . For a e S 
Aa = ( enf m*n > 1 t m > 0 where e ^ fQ = eR f o r  a l l  n}
i s  a l a t t i c e .
Proof:  By lemma 4 . 5 ,  A„ i s  c l o s e d  under— —  cl
m u l t i p l i c a t i o n ,  and i t  i s  w e l l  known th a t  a commutative  
idempotent semigroup i s  a s e m i l a t t i c e  where m u l t i p l i c a t i o n  
i s  th e  s e m i l a t t i c e  o p e r a t io n .  Hence i t  w i l l  s u f f i c e  t o  
show th e  e x i s t e n c e  o f  a "join" or "cup" o p e r a t io n .
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F o r  e l e m e n t s  e ^ f  a n d  e f . o f  A d e f i n en  m s t  a
en f m I f  e s f t  < 
e n f mVes f t  "  \  e s f t  i f  en f m *  e s f t
e f „  o t h e r w i s e ,  w h e r e  p = m in  {m, s )p  q  c  >
a n d  q = m in  { n , t ) .
I f  t h e  two e l e m e n t s  c o m p a r e , . i t  i s  c l e a r  t h a t  e f  Ve f ,; c j n  m s t
i s  t h e  l e a s t  u p p e r  h o u n d .  H ence  a s s u m e  t h a t  t h e y  do  n o t
c o m p a r e  a n d  s u p p o s e  e f  < e . f .  a n d  e f . < e . f . .  Wen  in i  j  s w ““ 1 j
now c o n s i d e r ,  a l l  p o s s i b l e  c a s e s  f o r  i  a n d  j  w i t h
r e s p e c t  t o  p  a n d  q .
C a s e  1 . I f  i  < p a n d  j  < q  , t h e n  e < e .
P .
a n d  f  < f  . b y  lemma 4 . 5 ,  a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  e f  < e . f  .
4  J P i  ^ J
C a s e  2 .  I f  i  > p  a n d  j  < q , t h e n
e f  = e f  . e . f .  = e f . - i - f  n  m n  m l  j  m a x ( n , i ]  m
e f . = e f , • e f  . = e r - 1^ 4. s t  s t  1 j max {s , 1 J t
I f  i  = m a x f n ,  i ]  = m a x { s , i )  , t h e n  e f  = e . f ,  a n dn  m 1 m
e f .  = e . f ,  , a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  e f m a n d  e f ,  c o m p a re  S u i . i 3 n  m s * c
S i n c e  i  > p = m in  ( n , s )  , we may a s s u m e  i  > n 
w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  so  t h e  o n l y  o t h e r  c a s e  t o
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c o n s i d e r  i s  when s = m a x { s , i ]  a n d  s > i .  T h e r e f o r e ,  
en f m = e j_^m a n d  lem m as 4 . 5  a n d  4 . 7  en f m = e s f m' H e n c e
e ^ f  a n d  e _ f  n  m ^ c o m p a r e ,  a n d  t h e  c o n d i t i o n s  o f  c a s e  2
c a n  n o t  e x i s t  i f  e f _  -and e f ,  do  n o t  c o m p a r e .n  m s t
C a se  3 * I f  i  < P a n d  j  > q , t h e n  b y  a  d u a l
a r g u m e n t  o f  c a s e  2 , en f m a n d  e s f t  m us 'k c o m p a r e ,  so
c a s e  3 d o e s  n o t  e x i s t  i f  e f _  a n d  e f ,  do n o t  c o m p a r en  m s t
C a se  4 .  I f  i  > p a n d  j  > q , t h e n
e f  = e f e . f .  = e i f  r • i »n  m n  m i  j  m a x [ i , n j  m a x ( j , m J
a n d  e f , = e f , e . . f  . = e ^ ^ r .  - Ls  w s u i. j  max {_ i.) s J max {. j   ^ t  J
I f  i  = m a x { i ,n )  = m a,x{i ,s)  o r  j  = max(j,m] = m a x { j , t )  , 
then  b y  the argument o f  c a s e  2,  en ^m e s f t  comP a re .
H e n c e  we c a n  a s s u m e  t h a t  s > i  > n  a n d  c o n s i d e r  t h e  
s u b c a s e s  when ( a )  m > j > t  o r  ( b )  t  > j  > m. I f  
m > j  > t  , t h e n  e n f m = lemmas 4 . 5  a n d  4 . 7 *
e f  = e . f  = e  f  , n  m i  m s m 3
a n d  h e n c e  e f  a n d  e f , c o m p a r e .  I f  t  > j  > m , n  m s Tj
t h e n  e f  = e . f . , s o  a g a i n  e ^ f  a n d  e f ,  c o m p a re ,  n m  i j  n m  s t  c
T h e r e f o r e ,  i f  en f m a n d  Cgf-t do  no-t  c o m p a re
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a n d  e . f .  i s  l a r g e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  b o t h ,  t h e n  i  < pX J —
a n d  j  < q a n d  e f  < e . f . .
ir HL X J
H e n ce  e f  i s  t h e  l e s s  u p p e r  b o u n d  o f  t h e  s e t  o f
Jr H.
e l e m e n t s  l a r g e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  e ^ f  a n d  e f , , a n d- ^ n  m s t
A i s  a  l a t t i c e .
d i
Lemma 4 . 9 . I f  ( a , b )  e H , t h e n  A^ = a n d
V 1 - V 1-
P r o o f : I t  w i l l  s u f f i c e  t o  show t h a t  a n a ” n  = b n b ” n
a n d  t h a t  a ~ n a n  = b “n b n  f o r  a l l  n  > 1 .
F o r  ( a , b )  e U , i t  f o l l o w s  t h a t  aUb , a a ” 1 = b b ” 1
a n d  a _ 1 a  = b _1b , s o
a 2 a ~ 2 = a ( a a “ 1 ) a ” 1 = b ( a a " 1 ) b " 1 = b ( b b " 1 ) b ” 1 = b 2b ” 2
a n d  b y  i n d u c t i o n  a n a ” n  = b n b ”n  f o r  a l l  n  > 1 .  M. i s  a  
c o n g r u e n c e  on  S , s o  i f  ( a , b )  e u , t h e n  ( a ” 1 , b - 1 ) e u 
[17] . T h e r e f o r e
a " 2 a 2 = a ” 1 ( a ” 1 a ) a  = b ” 1 ( a " 1a ) b  = b “ 1 ( b “ 1b ) b  = b " 2b 2 ,
a n d  a g a i n  b y  i n d u c t i o n  a ”n a n  = b ” n b n  f o r  a l l  n  > 1 .
T he  n e x t  lemma i s  o b v i o u s  a n d  i s  s t a t e d  w i t h o u t  a
p r o o f .
Lemma 4 . 1 0 .  I f  A = a,_ , t h e n  t h e  ro w  i d e m p o t e n t
- Si D
o f  a n  i s  e q u a l  t o  t h e  row  i d e m p o t e n t  o f  b n  f o r  a l l  n> 1
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E x a m p l e s .
D e f i n i t i o n  4 . 1 1  [ 5 ] . By a  o n e - t o - o n e  p a r t i a l  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  a  s e ;t : X we mean a  o n e - t o - o n e  m a p p in g
a  o f  a  s u b s e t  Y o f  X o n t o  a  s u b s e t  = Ya o f  X.
By t h e  i n v e r s e  a " 1 o f  a  we mean t h e  m a p p i n g  o f  YOt
o n t o  Y w h i c h  i s  i n v e r s e  t o  a  i n  t h e  u s u a l  s e n s e  o f  
m a p p i n g s .  L e t  d e n o t e  t h e  s e t  o f  a l l  o n e - t o - o n e  p a r t i a l
t r a n s f o r m a t i o n s  o f  X , i n c l u d i n g  t h a t  o f  t h e  e m p ty  s e t  □  
o f  X o n t o  i t s e l f ;  t h i s  " e m p t y  t r a n s f o r m a t i o n "  w i l l  be  
d e n o t e d  b y  0 .  The p r o d u c t  o f  two e l e m e n t s  ot a n d  3 o f  
Jy. i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s .  L e t  Y b e  t h e  d o m a in  o f  a
a n d  Z t h a t  o f  3 . I f  Yotq Z = □  , d e f i n e  a-3 = 0 .  
O t h e r w i s e  l e t  ¥  = (YaD Z)a""'1' a n d  d e f i n e  . <X0 t o  b e  t h e  
i t e r a t e  o f  a | ^ .  a n d  3 |^ - a  i n  t h e  u s u a l  s e n s e .  C l e a r l y ,
a 3  i s  a  o n e - t o - o n e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  ¥  o n t o  ¥ ap  , and  
s o  b e l o n g s  t o  J y .  A s s o c i a t i v i t y  i s  e a s i l y  v e r i f i e d .  H ence
i s  a  s e m i g r o u p ,  w h i c h  i s  c a l l e d  t h e  s y m m e t r i c  i n v e r s e
s e m i g r o u p  o n  t h e  s e t  X.
I f  t h e  s e t  X i s  f i n i t e ,  t h e n  d e n o t e  ot e b y
X-, ,  . . , ,  x
( ) w h e re  { x , , . . . , x ) i s  t h e  d o m a in  o f  a  ,
y > • • • t yn
( y ^  • . . , y n ) i s  t h e  r a n g e  o f  a  , a n d  . a ^ x ^ )  = y.^.
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Example 1. Let X = {a,b,c,d,e,f},
« -  ( ! e  b f )  “ d “ C f  5 e ) ‘
It follows that a2 = °) , an = (®) for n > 3 ,a e' ' 'a;
/ a>
■a f' ' " “ 'a'32 = (^ £) , and 3n = (f") for n > 3. Hence
B u t  Aa - i  jL Ap _ i  , s i n c e  a " 2a 2 = ( *  ®) a n d  p “ 2 p 2 = ( *  £ ) ;  
t h e r e f o r e  ( a j 0 )  /  U.
E x a m p le  2 .  L e t  X = { a , b , c , d , e , f ,  g , h ) ,
- d  P -  ( 2  I  ?  2  « £ ) -
How “2 = (a e g h) ' “ 3  = <a g) ' ■ = O  for n ^ 4’
p 2  "  ( «  f  h  g )  '  -* 3 -  ^  h )  * “ d  ^  -  ( a )  f o r  n  *
I t  f o l l o w s  t h a t  ana"n ==. 0n p ”n  f o r  a l l  n  aa"1 •a.'m2a 2 =
| )  , a n d  P P ” ^ ” 2? 2 = ( ^  ^ ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  r o w
78
i d e m p o t e n t s  o f  t h e  p o w e r s  o f  . a  a n d  3 a r e  e q u a l  b u t  
0
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